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ESTIMAREA STĂRII APARATELOR DE ZBOR 

UTILIZÂND OBSERVERE DE STARE 

1.1. INTRODUCERE 

 Observerele sunt folosite pentru estimarea vectorului de stare al sistemului 

condus (aparatului de zbor) folosind semnalele de intrare şi de ieşire ale acestuia. Prin 

măsurarea unor componente ale vectorului de stare (componentele vectorului de ieşire), 

se reduce numărul senzorilor din sistemul de conducere, mai ales al celor pentru 

măsurarea unor variabile de stare greu accesibile sau greu măsurabile, cum este, de 

exemplu, cazul deformărilor elastice [51], [213], [242].  

 Primele structuri de observere au fost descoperite de Luenbergher în anii 1966, 

1971. Observerele sunt folosite atât pentru sisteme cu intrări cunoscute, cât şi pentru 

sisteme cu intrări necunoscute, proiectarea lor aparţinând mai multor cercetători 

(Bhatta-Charyya, 1978; Chen şi Patton, 1999; Chorless şi Tu, 1998; Darouach, 1994; 

Hostetter şi Meditch, 1973; Hou şi Müller, 1992; Hui şi Zak, 1993 şi 2005; Kudva, 

1980; Kurek, 1983; Wang, 1975; Yang şi Wilde, 1988; Krzminski şi Kakzorek, 2005 

ş.a.).  

 Observerele recente sunt dedicate sistemelor cu o parte din intrări necunoscute, 

respectiv sistemelor cu subsisteme a căror dinamică este necunoscută. Pentru astfel de 

sisteme se proiectează observere cu ordin redus; intrările necunoscute pot fi perturbaţii, 

erori etc.  

 Dintre observerele pentru estimarea stării sistemelor stochastice, cel mai 
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cunoscut este estimatorul (filtrul) Kalman-Bucy [80], [125], [142]. În cazul sistemelor 

neliniare cu intrări parţial necunoscute sau cu subsisteme necunoscute, se construiesc 

observere adaptive care utilizează reţele neuronale [86], [110], [123], [146], [159]. 

 Cercetări mai recente se referă la proiectarea observerelor pentru sisteme cu 

întârziere internă [48], [61], [85], [236], bazate pe teoria lui Lyapunov; proiectarea 

observerelor presupune rezolvarea unor inegalităţi matriceale. 

 Observerele de stare liniare sunt folosite pentru estimarea stării x  a sistemelor 

liniare pe baza vectorului y  al variabilelor măsurate şi al vectorului de intrare sau a 

unor componente ale acestuia. 

1.2. PROIECTAREA OBSERVERELOR LINIARE 

1.2.1. OBSERVERE LUENBERGER 

 Se dă sistemul 

 
     
     







tDutCxty

tButAxtx ,
 (1.1) 

şi se doreşte construirea unui nou sistem de forma 

 
       
       







,ˆ

,

tPutNytLwtx

tMutHytJwtw
 (1.2) 

sistem cu intrările    tytu ,  şi ieşirile: starea estimată  tx̂  şi mărimea de stare  tw  

[184]. 

 Sistemul rezultant trebuie să fie stabil (matricea J  să aibă valorile proprii în 

semiplanul stâng complex    CJ  şi      0ˆlim 


txtx
t

 (vectorul de stare 

estimat  tx̂  să aproximeze starea sistemului) [184]. 

 Deoarece     ,ˆ txtx   se evaluează w-Vx, unde V - matrice de fidelizare. Această 

matrice evaluează modul în care starea estimatorului (w) urmăreşte starea sistemului 
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iniţial  .x  

 Se calculează     TVxwVxw   şi se obţine [184] 

        
   
      .uHDVBMxVAHCJVVxwJ

uVBMVAxHDuHCxJVxVxwJ

VAxuVBMDuCxHJVxVxwJVxw

JVxJVxVBuVAxMuHyJwxVw






 

 (1.3) 

Se calculează, de asemenea, şi eroarea de estimare a observerului xx ˆ  

 
 

      .

ˆ

uNDPxINCLVVxwLxPuNDu

NCxLVxVxwLxPuNyKwxxe




 (1.4) 

Alăturând ecuaţiile (1.3) şi (1.4) se obţine 

        
     








.ˆ

,

uNDPxINCLVVxwLxx

uHDVBMxVAHCJVVxwJVxw  (1.5) 

 Pentru ca    txtx ˆ  trebuie ca ieşirea sistemului de mai sus să tindă asimptotic 

la zero (ieşirea sistemului (1.5) este xx ˆ ). Acest lucru se realizează dacă sunt 

satisfăcute simultan condiţiile [184] 

 

 



















 

.0)

,0)

,0)

,0)

,C)

NDPe

INCLVd

HDVBMc

VAHCJVb

Ja

 (1.6) 

 Dacă aceste condiţii sunt simultan satisfăcute, sistemul de ecuaţii (1.5) devine 

    
 








.ˆ

,

VxwLxx

VxwJVxw  (1.7) 

 Din prima ecuaţie rezultă 0 Vxw  şi, în aceste condiţii, ,0ˆ  xx  

indiferent de iniţializarea sistemului sau a observerului [184]. Aşadar, proiectarea 
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estimatorului de stare se reduce la rezolvarea sistemului de ecuaţii (1.6). Acesta este un 

sistem cu 4 ecuaţii şi o condiţie legată de localizarea valorilor proprii; sistemul are 7 

necunoscute: J, V, H, M, L, N, P.  

 Caz particular 

 Presupunem că estimatorul nu are transfer direct I/O, adică 0N  [184]. 

Sistemul (1.6) devine 

 

 




















 

.0

,0

,0

,0

,C

P

ILV

HDVBM

VAHCJV

J

 (1.8) 

Alegând V=I, rezultă L=I, P=0, iar sistemul (1.8) devine 

 

 












 

.

,

,C

HDBM

HCAJ

J

 (1.9) 

 Impunând valori proprii dorite (în semiplanul stâng complex) pentru matricea 

J=A-HC se determină atât matricea H cât şi matricea J. Pentru aceasta este nevoie ca 

perechea (C, A) să fie detectabilă. Dacă în plus (C, A) - observabilă, rezultă ca spectrul 

matricei de stare J poate fi alocat arbitrar [184]. În acest moment s-au determinat toate 

matricele din ecuaţia (1.6). Aşadar, estimatorul de stare obţinut este descris de 

următoarele ecuaţiile [184]: 

 
           
   







,ˆ

,

twtx

tHDutHytButwHCAtw
 (1.10) 

sistem echivalent cu [184] 

            .ˆˆ tHytuHDBtxHCAtx   (1.11) 

Deci, pentru determinarea vectorului de stare estimat sunt necesare semnalele u  şi .y  



6                                SISTEME DE ESTIMARE A STĂRII APARATELOR DE ZBOR 
 

  
Observerul obţinut se numeşte estimator Luenberger. Pentru ca estimatorul să aibă 

coeficienţi reali, spectrul matricei HCAJ   se alege simetric [184]. Dacă însă 

perechea  AC,  este observabilă, spectrul matricei de stare a estimatorului  HCA   

poate fi ales arbitrar [184]. 

 Condiţia de observabilitate a perechii  AC,  este necesară şi suficientă pentru a 

putea construi un observer Luenberger [184]. Estimatorul Luenberger are dimensiunea 

n (numărul de linii şi de coloane ale matricei A). De aceea, el se mai numeşte estimator 

cu ordin întreg [184]. 

1.2.2. ESTIMAREA STĂRII SISTEMELOR LINIARE ŞI 

CONTINUE CU DINAMICĂ PARŢIAL CUNOSCUTĂ 

 Operaţiunea de proiectare a observerelor este mai dificilă în cazul în care 

dinamica liniară asociată sistemului este parţial cunoscută. De altfel, în practică, 

cunoaşterea exactă a dinamicii unui avion este importantă, fiind nevoie de luarea în 

calcul a necunoscutelor ce afectează dinamica sistemului [198]. Proiectarea unui 

observer se poate face doar dacă se cunosc complet matricele din ecuaţia de stare. 

Totuşi, aşa cum se va arăta în continuare, există posibilitatea construirii unui observer 

Luenberger şi în cazul în care matricea sistemului are o parte cunoscută şi alta 

necunoscută. În anumite condiţii [198], elementele necunoscute se vor înlocui cu 

zerouri şi se va lucra cu matricea rezultantă. Dinamica sistemului, caracterizată în 

principal de matricea din ecuaţia de stare, poate avea un element necunoscut sau mai 

multe elemente necunoscute aşezate fie pe aceiaşi linie sau coloană, fie aşezate aleator. 

 Se consideră un sistem continuu şi liniar descris de ecuaţiile de stare 

 
   
   







,

,

tCxty

txtx A
 (1.12) 

unde   1 ntx M  este vectorul de stare,    1pty M vectorul măsurătorilor sistemului, 

 RnnMA  şi  RnpMC  sunt matricele sistemului. Obiectivul este acela de a 

vedea în ce condiţii se poate construi un estimator Luenberger pentru estimarea stării 
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sistemului, în condiţiile în care nu toate elementele matricei A  sunt cunoscute [198]. 

Matricea A  se poate scrie F,A A  unde A  este o matrice cunoscută, iar F  

partea necunoscută a dinamicii sistemului. 

 Cazul 1: Dinamica sistemului are un singur element necunoscut 

 Se presupune că [198] 

 F,A A  (1.13) 

unde 1  şi  

 .

000

000

001

,

xxx

xxx

xx0

























































FA  (1.14) 

Astfel, sistemul (1.12) se poate scrie 

 
     
   







.

,

tCxty

tFxtxAtx
 (1.15) 

Estimatorul Luenberger ce va fi proiectat este descris de ecuaţiile 

         
   








,ˆˆ

,ˆˆˆ

txCty

tytyLtxAtx  (1.16) 

în care L (matricea de amplificare a observerului) se alege (determină) astfel încât 

matricea  LCA   să fie stabilă [198]. Determinarea matricei L  este o operaţiune 

relativ simplă. Problema este determinarea unor condiţii necesare şi suficiente astfel 

încât proiectarea estimatorului să se facă utilizând din matricea sistemului A  doar 

partea cunoscută (matricea A ). Pentru aceasta se alege eroarea 

       ,ˆ tTxtxte   (1.17) 

în care matricea T  se alege în majoritatea cazurilor ca fiind matricea unitate. Se 

calculează   ,te  ţinându-se seama de ecuaţiile (1.12), (1.16) şi (1.17) şi se obţine 
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              

          
         .

ˆˆ

ˆˆˆ

txTFTALCTLCAteLCA

txFATtxCtCxLtxA

tTAxtytyLtxAtxTtxte




 

 (1.18) 

 Se introduce vectorul 

        TtxtetX   (1.19) 

şi ecuaţiile (1.12) şi (1.18) conduc la [198] 

       
       .

0

0

0
tX

FLC

TF
tX

LCA

TALCTLCALCA
tX 























  (1.20) 

Se remarcă valabilitatea relaţiei [198] 

 
 


321

0

0

0

00

0

0

DDD

I

I

F

I

ILC

T

FLC

TF


























 












 (1.21) 

şi, cu aceasta, ecuaţia (1.20) se scrie 

       ,321 tXDDDtXAtX   (1.22) 

unde 

 
    

  .
0 













LCA

TALCTLCALCA
A  (1.23) 

 Deoarece s-a ales 1  se poate demonstra că IDDT 22  şi sistemul (1.22) este 

cuadratic stabil dacă şi numai dacă inegalitatea liniar matriceală 

 03311  DDPDPDAPPA TTT  (1.24) 

are ca soluţie o matrice P  simetrică şi pozitiv definită [198]. 

 Cazul 2: Dinamica sistemului are o coloană cu termeni necunoscuţi 

 Şi în acest caz ,FA A  unde 
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 .

00

00

00

,

xx0

xx0

xx0

2

1

























































na

a

a

FA  (1.25) 

 Raţionamentul este analog celui de mai sus, ajungându-se tot la ecuaţia (1.22). 

Pentru a se putea însă proiecta estimatorul de stare este nevoie de satisfacerea 

simultană a două condiţii [198]: 

1) 



n

i
ia

1

2 ;01  

2) inegalitatea matriceală (1.24) are ca soluţie o matrice P  simetrică şi pozitiv definită. 

 Cazul 3: Dinamica sistemului are o diagonală cu termeni necunoscuţi 

 În acest caz ,FA A  unde 

 .

00

00

00

,

0xx

x0x

xx0

2

1









































na

a

a

FA

















 (1.26) 

 Ecuaţia estimatorului este şi în acest caz ecuaţia (1.16), echivalentă cu (1.20) sau 

(1.22). Proiectarea observerului Luenberger, utilizând din matricea cu o coloană necu-

noscută A  doar partea cunoscută A, este posibilă doar dacă sunt îndeplinite simultan 

condiţiile [198]: 

1) ;,1,01 2 riai   

2) inegalitatea liniar matriceală (1.24) are ca soluţie o matrice P simetrică şi pozitiv 

definită. 

 Cazul 4: Dinamica sistemului are câteva elemente necunoscute dispuse aleator 

 .

00

00

00

,

x0x

0xx

xx0

2

1

























































ra

a

a

FA,FAA  (1.27) 
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Matricea F se scrie 

 



r

i
iFF

1

,  (1.28) 

unde iF  matrice formate doar din zerouri cu excepţia unui singur element ia  (pe 

coloana i). Se ajunge tot la ecuaţia (1.22), în care, de această dată, [198] 

          .,, ,32,31,33

,2

2,2

1,2

2,12,11,11
T

r

r

r DDDD

D

D

D

DDDDD 


 





















  (1.29) 

 Condiţiile necesare şi suficiente pentru proiectarea estimatorului de stare 

Luenberger sunt, în acest caz, aceleaşi cu cele de la cazul anterior [198].  

1.2.3. PROIECTAREA OBSERVERELOR LINIARE UTILIZÂND 

FORMULA BASS-GURA 

 Se consideră sistemul descris de ecuaţiile (1.1) cu .0D  Notând cu x̂  vectorul 

de stare estimat, se construieşte un observer descris de ecuaţia [60] 

         .ˆˆˆ tHutLytxAtx   (1.30) 

Matricele LA,ˆ  şi H  se calculează astfel încât, în regim staţionar,    .ˆ txtx   Se 

consideră eroarea observerului       ;ˆ txtxte   derivând în timp eroarea  te  se obţine 

 
              

         .ˆˆ

ˆ

tuHBtxLCAAteA

tHutLCxtetxAtButAxte




 (1.31) 

Trebuie îndeplinite simultan condiţiile 

 










.ˆ0ˆ

,0

LCAALCAA

HBHB
 (1.32) 

În aceste condiţii, eroarea de estimare devine [60] 
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     ;ˆ teAte   (1.33) 

în acest caz, eroarea converge la zero   0te  dacă Â  este o matrice stabilă. 

 Având în vedere ecuaţia (1.32), ecuaţia (1.30) a estimatorului de stare se scrie 

            ,ˆˆˆ tyxCtyLtButxAtx   (1.34) 

adică forma generală Luenberger 

 Făcând notaţia [60] 

           ,ˆˆ txCtytytytr   (1.35) 

ecuaţia (1.34) devine 

         ,ˆˆ tLrtButxAtx   (1.36) 

în care  tr  se numeşte reziduul estimatorului de stare. 

 Există o multitudine de metode pentru determinarea matricei de amplificare a 

observerului .L  Cum estimatorul de stare are forma filtrului Kalman, matricea L  

poate fi determinată prin rezolvarea unei probleme optimale. O altă variantă ar fi 

determinarea matricei prin metoda poziţionării polilor. Metoda Bass-Gura reprezintă o 

alternativă la metoda poziţionării polilor. Pentru descrierea metodei se consideră  sa  

şi   sâ  polinoamele caracteristice ale matricelor ,A respectiv Â  

        .ˆsdetsˆ,sdets AI-aI-Aa   (1.37) 

Cele două polinoame caracteristice se pot scrie 

     ,sˆssˆ,sss
11




n

i

n-i
i

n
n

i

n-i
i

n aaaa  (1.38) 

unde n  este numărul de linii şi de coloane ale matricei .A  Dependenţa între cele două 

polinoame caracteristice este [60] 

         LAICaaa n
1ssssˆ   (1.39) 
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şi, utilizând formula Leverreim-Souriau, 

       
  ,
s

sss
s 1

2
1

1
21

23
1

21
1

a

IaAaAIaAaAIaAI
AI nn

nn
n

n-
n

n-
n

n-

n



 


  (1.40)   

ecuaţia (1.39) conduce la 

 






















 .ˆ

,ˆ

,ˆ

,ˆ

1
2

1
1

21
2

33

122

11

CLaLCAaLCAaa

CLaCALaLCAaa

CLaCALaa

CLaa

n
nn

nn 



 (1.41) 

 Sistemul de ecuaţii (1.41), considerându-se vectorii 

     ,ˆˆˆˆ, 2121
T

n
T

n aaaaaaaa    (1.42) 

se scrie 

 ,ˆ , LOTaa CAa  (1.43) 

în care CAO ,  este matricea de observabilitate asociată sistemului (1.1), adică 

   ,12
,

Tn
CA CACACACO    (1.44) 

iar aT  este o matrice inferior triunghiulară având forma 

 .

1

01

001

0001

321

12

1

























 









nnn

a

aaa

aa

a

T  (1.45) 

Matricea de amplificare a observerului  L  se determină din ecuaţia (1.43) astfel [60] 

     ,ˆ1
, aaOTL CAa    (1.46) 

după ce, în prealabil, s-au determinat matricele CAO ,  şi .aT  Deoarece aT  este o matrice 
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inferior triunghiulară    aa TT 1det  matrice nesingulară. Pentru ca formula 

Bass-Gura să poată fi aplicată, matricea CAO ,  trebuie să fie inversabilă, deci 

  nOrang CA ,  (sistemul descris de ecuaţiile (1.1) trebuie să fie observabil). 

Observaţii 

1. În Matlab/Simulink polinomul caracteristic asociat unei matrice se determină cu 

ajutorul comenzii poly [67]; 

2. În (1.46), vectorul â  se determină impunând valori proprii dorite pentru observer; 

3. Considerând A  matrice pătratică de ordinal nnAn  M  şi că sistemul (1.1) 

are s  ieşiri ,nsC  M  dimensiunile matricelor aT  şi CAO ,  sunt, respectiv, 

  ., ,
nns

CA
nn

a OT   MM  Pentru a putea efectua produsul matricelor aT  şi CAO ,  din 

ecuaţia (1.46) este nevoie ca 1 snns  (sistemul trebuie să aibă o singură 

ieşire). Cu alte cuvinte, o condiţie necesară a metodei Bass-Gura pentru proiectarea 

observerelor este ca sistemul descris de ecuaţiile de stare (1.1) să aibă o singură ieşire. 
 

 Aşadar, algoritmul Bass-Gura pentru proiectarea observerului este [60]: 

Algoritmul Bass-Gura 

Pasul 1: Cunoscându-se matricea A  a sistemului, se determină polinomul caracteristic 

 sa  asociat acestei matrice. 

Pasul 2: Se impun valori proprii dorite pentru observer şi se determină polinomul 

caracteristic  sâ  asociat matricei .ˆ LCAA   

Pasul 3: Se calculează matricea aT  cu formula (1.45) şi matricea de observabilitate a 

sistemului CAO ,  utilizând ecuaţia (1.44). 

Pasul 4: Se calculează matricea de amplificare a estimatorului de stare cu ecuaţia 

(1.46) şi se proiectează observerul descris de ecuaţia (1.34).  
 

 În cele ce urmează se validează algoritmul Bass-Gura de proiectare a observerelor 

liniare pentru două cazuri concrete ale mişcărilor longitudinală, respectiv laterală ale 

aeronavelor. Pentru început, se consideră mişcarea longitudinală a unei aeronave des-
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crisă de ecuaţia de stare 
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














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

5.12

0

04.0

0

99.0096.0065.0

1000

1054.0128.0

081.9012.0007.0









 (1.47) 

şi de ecuaţia de ieşire Cxy   cu  .0100C  Pentru observer se impun valorile 

proprii dorite -1, -2, -3 şi -4. Se obţin succesiv, conform algoritmului de mai sus, 

   

   

  .56.4058.46341.643276.462-

,

1.940.637-1.468-0.187-

0.99-00.960.065
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,

11.5370.413-0.635

011.5370.413-

0011.537
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,24s5069ss10ssˆ,0.861-s635.0s413.0s537.1ss

,

234234

T
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L
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




































 (1.48) 

 

Fig. 1.1. Modelul Matlab/Simulink al observerului Bass-Gura 

 Programul Matlab din anexa A1.1 reprezintă implementarea software a procedurii 

de construcţie a estimatorului Bass-Gura. Modelul Matlab/Simulink din fig. 1.1 este 

utilizat în cadrul programului din anexă pentru obţinerea caracteristicilor de timp din 

fig. 1.2 (erorile de estimare a variabilelor de stare cu estimatorul de stare Bass-Gura 

pentru 0u ) şi caracteristicile de timp din fig. 1.3 pentru legea de comandă xKu ˆ  

( K  calculată cu algoritmul ALGLX [157]); caracteristicile exprimă variabilele de stare 

)(txi  cu linie continuă şi )(ˆ txi  cu linie întreruptă. 
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Fig. 1.2. Erorile de estimare a stării estimatorului Bass-Gura  0K  
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Fig. 1.3. Variabilele de stare )(txi  şi )(ˆ txi  - mişcarea longitudinală  0K  

 Se implementează software observerul Bass-Gura şi pentru cazul mişcării 

laterale a unei aeronave Boeing 747, care zboară cu 8.0M  la ;ft40000H  

ecuaţia de stare a mişcării laterale este 
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  (1.49) 
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Fig. 1.4. Erorile de estimare a stării estimatorului Bass-Gura  0K  
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Fig. 1.5. Variabilele de stare )(txi  şi )(ˆ txi  - mişcarea laterală  0K  

S-au impus aceleaşi valori proprii dorite ca şi în cazul mişcării longitudinale şi se obţin  
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 (1.50) 
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 Erorile de estimare a variabilelor de stare sunt prezentate în fig. 1.4 (pentru 

0K ), iar variabilele de stare )(txi  şi )(ˆ txi  pentru K  calculat cu algoritmul ALGLX 

[157] sunt prezentate în fig. 1.5. Programul Matlab utilizat este similar celui din anexa 

A1.1, iar modelul Matlab/Simulink este identic cu cel din fig. 1.1. 

1.2.4. ESTIMATOARE DE STARE CU ORDIN REDUS 

 Se consideră sistemul (1.1) cu m  intrări, p  ieşiri şi ordinul n  (numărul variabilelor 

de stare = n ). Nu este neapărat nevoie să se construiască un observer care să estimeze 

direct toate cele n  variabile de stare, întrucât o parte dintre ele ( p  dintre cele n ) sunt 

direct măsurabile. Se presupune că matricea C  este epică, adică 

 .)(rang pC   (1.51) 

 Se vor estima doar pn   variabile de stare; un estimator de acest tip se numeşte 

estimator cu ordin redus [34], [157]. Se face presupunerea că pC )(rang  (ipoteză 

fără de care nu se poate construi estimatorul cu ordin redus) şi se presupune, prin 

alegerea directă a variabilelor de stare direct măsurabile,  că 

  .0 pIC   (1.52) 

În aceste condiţii, a doua ecuaţie de stare (1.1) devine 

   ,0 2
2

1 DuxDu
x

x
IDuCxy p 








  (1.53) 

unde x2 - vectorul format din cele p variabile de stare direct măsurabile, iar x1 -  vectorul 

format din cele n-p variabile de stare ce urmează a fi estimate. Se partiţionează 

matricele NLVBA ,,,,  astfel [34] 

   .,,,,
2

1
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1
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
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N

N
N

L

L
LVVV

B

B
B
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A  (1.54) 

 Ecuaţiile a doua şi a patra din sistemul de ecuaţii (1.6) devin 
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sistem echivalent cu 
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sau 
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 (1.57) 

 Se alege [34] 

 pnIL 1  (1.58) 

şi se obţin 

 .,,0, 21221 VNINLIV ppn    (1.59) 

Sistemul de ecuaţii devine 
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 Din prima ecuaţie (1.60) rezultă 

 .221 AVAJ   (1.61) 

Dacă perechea   21 , AA observabilă, având în vedere că   ,C J  prin impunerea 

(alegerea) valorilor proprii ale matricei 221 AVAJ   se determină V2 şi, implicit, 1N  

[34]. Se determină, de asemenea, şi J, din cea de-a doua ecuaţie (1.60) obţinându-se 
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apoi matricea H 

   .2221423 VAVAAVAH   (1.62) 

În [34] se demonstrează că perechea  21 , AA  este observabilă dacă perechea  AC,  

este observabilă. Aşadar, algoritmul pentru proiectarea observerului este [34]: 

Algoritmul 1 

Pasul 1: Se face transformarea sistemului  DCBA ,,,  într-unul  ,~
,

~
,

~
,

~
DCBA  unde 

   ;
~

0
~

,
~

,
~

2

1

42

31 DDIC
B

B
TBB

AA

AA
A p 

















  (1.63) 

          .,,,,, 214321
mpmpnppppnpnppnpn BBAAAA   MMMMMM

Transformarea se face prin intermediul matricei de transformare .T  

Pasul 2: Se verifică dacă perechea   21, AA  observabilă. În caz contrar, observerul nu 

poate fi construit. 

Pasul 3: Se alege pnIL 1  şi rezultă .0, 221   LINV pn  

Pasul 4: Se impun valori proprii pentru matricea 221 AVAJ   şi se determină ,2V  

rezultând apoi matricele J  şi .21 VN   

Pasul 5: Se calculează matricea H  cu ecuaţia (1.62). 

Pasul 6: Se calculează matricele M  şi P  

   ;221
2

1
21 HDBVBHD

B

B
VVMHDVBM 








  (1.64) 

 .2

2

1




















D

DV
D

N

N
PNDP  (1.65) 

Pasul 7: Ecuaţiile (1.2), ce descriu estimatorul de stare, devin  
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   

















































 .
0ˆ

ˆ
ˆ

,

22

2

1

221221

u
D

DV
y

I

V
w

I

x

x
x

uHDBVBHywAVAw

p

pn



 (1.66) 

Observaţii 

1) estimatorul cu ordin redus are ordinul pn   (dimensiunea stării  tw ); 

2) a doua ecuaţie (1.66) est echivalentă cu 

 .ˆ 221 DuVyVwx   (1.67) 

Această ecuaţie este asociată variabilelor de stare ce vor fi estimate (cele din vectorul 

1x̂ ). De asemenea, 2x̂  (vectorul ce conţine variabilele de stare direct măsurabile) se 

obţine cu expresia [34] 

 .ˆ 22 Duyxx   (1.68) 

Aşadar, 

 







.ˆ

,ˆ

22

221

Duyxx

DuVyVwx
 (1.69) 

 În cele ce urmează este prezentat un alt algoritm de proiectare a observerelor cu 

ordin redus (observer cu ordin redus de tip Luenberger). 

 Se consideră sistemul descris de ecuaţiile de stare (1.1), în care ,npA M  

0,,   DCB npmn MM  şi   .rang pC   În acest caz observerul cu ordin redus va 

avea ordinul   .pn   Primul pas este acela de partiţionare a matricelor CBA ,,  şi a 

vectorului de stare  tx  [231] 

      
  ,,,,

2

1
21

2

1

2221

1211




























tx

tx
txCCC

B

B
B

AA

AA
A  (1.70) 

unde           ,,,,,, 2122211211
mpnmppnpnppnpnppp BBAAAA   MMMMMM  

        .,,, 1
2

1
121

  pnppnppp txtxCC MMMM  
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Se face schimbarea de variabilă 

 ,Txx   (1.71) 

în care 









 pnI

CC
T

0
21  şi sistemul (1.1) devine [231] 

 
     
   









,

,

txCty

tuBtxAtx
 (1.72) 

unde  

    
   0,,,

2

1

2221

1211

2

1
pIC

B

B
B

AA

AA
A

tx

tx
tx 


























  (1.73) 

şi 

 
 

.,,,

,,

22221112
1

1212222
1

12121

22212121112
1

121211111

BBBCBCBCCAAACAA

ACACCAACACACA








  (1.74) 

 Primele p  variabile de stare (cele cuprinse în vectorul  tx1 ) sunt măsurate prin 

intermediul senzorilor şi nu mai este nevoie să fie estimate, iar următoarele  pn   

variabile de stare (cele cuprinse în vectorul  tx2 ) vor fi estimate. 

 Ecuaţia de stare (1.72) se scrie sub forma 

 

       
       
   














.

,

,

1

22221212

12121111

txty

tuBtxAtxAtx

tuBtxAtxAtx




 (1.75) 

 Prima ecuaţie (1.75) exprimă faptul că    tytx  1  conţine informaţii despre 

 .2 tx  De aceea, se introduce notaţia [231] 

          .1212

)75.1(

1111 tuBtxAtxAtxt    (1.76) 

Estimarea variabilei  t  va depinde de estimarea vectorului  ,2 tx  adică   ;ˆ
2 tx  rezultă 
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      .ˆˆ
1212 tuBtxAt   (1.77) 

 Se construieşte observerul cu ordin redus de tip Luenberger având forma [231] 

             .ˆˆˆ
22221212 ttLtuBtxAtxAtx   (1.78) 

Dezavantajul metodei este că, pentru obţinerea variabilei   ,t  este nevoie de derivarea 

lui  .1 tx  Pentru eliminarea acestui dezavantaj se introduce variabila 

      tLytxtz  2
ˆˆ  (1.79) 

şi rezultă 

  

                
      

                

     
             txLALALLAAtuBLBtzALAtz

tuBLtxLALtzAL

txALttLtuBtxLAtzAtxAtz

tuBtxAtxAL

ttLtuBtxAtxAtyLtxtz

112112221121222

111212

111

0

212222121

1212111

22221212

ˆˆ

ˆ

ˆˆˆ

ˆˆˆˆ





















 (1.80) 

echivalentă cu 

         ,ˆˆ tyPtuNtzMtz   (1.81) 

unde [231] 

 .,, 12112221121222 LALALLAAPBLBNALAM   (1.82) 

 Notând cu 

      txtxte 22
ˆ  (1.83) 

şi calculând derivata erorii    ,te  se obţine [231] 

        .1222 teALAteMte   (1.84) 

 Conform teoremei de observabilitate Popov-Bellevith [65], dacă sistemul 
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original descris de perechea  CA,  este observabil, atunci şi sistemul descris de 

perechea  1222 , AA  este observabil. Pentru stabilitatea sistemului, matricea M  trebuie 

să fie stabilă. Matricea de amplificare L  se calculează impunând valori proprii pentru 

matricea ;1222 ALAM   în Matlab se utilizează instrucţiunea  place. 

 Determinarea vectorului  tẑ  se face rezolvând ecuaţia diferenţială (1.81). Apoi, 

se determină estimarea vectorului ,2x  adică ,ˆ
2x  cu formula (1.79). 

 Algoritmul de proiectare a observerului cu ordin redus este cel de mai jos. 

Algoritmul 2 

Pasul 1: Se calculează  Cp rang  şi se partiţionează marticele CBA ,,  şi vectorul de 

stare  tx  conform ecuaţiei (1.70). 

Pasul 2: Se calculează matricea ,T  ea trebuind să fie nesingulară. În cazul în care T  

este singulară, se alege o nouă matrice C  şi se reia algoritmul începând cu primul pas. 

Pasul 3: Se calculează 2122211211 ,,,,, BBAAAA  cu ecuaţia (1.74) şi apoi se formează 

matricele BA,  şi C  utilizând ecuaţia (1.73). 

Pasul 4: Se verifică dacă perechea  1222 , AA  este observabilă. În caz contrar, 

estimatorul de stare cu ordin redus nu poate fi construit. Se calculează apoi matricea L  

impunând valori proprii dorite pentru matricea .1222 ALAM   

Pasul 5: Se calculează matricele NM ,  şi P  cu formula (1.82). 

Pasul 6: Se construieşte observerul descris de ecuaţiile (1.72), a treia ecuaţie (1.75), 

ecuaţia (1.81) şi ecuaţia (1.79). Au rezultat vectorii  ,1 tx  vector obţinut prin 

măsurători,   tx2
ˆ  estimarea vectorului  tx2  şi, implicit,   .ˆˆ

21

T
xxx   

Pasul 7: Se obţine vectorul de stare estimat x̂  astfel .ˆˆ 1xTx   

 În fig. 1.6 este prezentată structura sistemului de comandă optimală a mişcării 

aparatelor de zbor, ce are în componenţă un observer cu ordin redus de tip Luenberger. 

 În cele ce urmează, se validează algoritmul 2 de proiectare a observerelor cu 
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ordin redus pentru două cazuri concrete ale mişcărilor longitudinală, respectiv laterală 

ale aeronavelor. Pentru început, se consideră mişcarea longitudinală a unei aeronave 

descrisă de ecuaţia de stare (1.47) şi de ecuaţia de ieşire Cxy   cu .
0010

0001








C  

 Pentru determinarea matricei L  s-au impus valorile proprii dorite .7.0ss 21   

Se obţin succesiv, conform algoritmului de mai sus, 

.
0.29-0

10.071-
,

10.028

0.159-0.177
,

51.12

04.0
,

7.00

07.0
,,2 4 








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






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



















 LPNMITp  (1.85) 

 

Fig. 1.6. Schema bloc de modelare a observerului cu ordin redus 

 

Fig. 1.7. Modelul Matlab/Simulink al observerului cu ordin redus de tip Luenberger 
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Fig. 1.8. Variabilele de stare )(txi  şi )(ˆ txi  - mişcarea longitudinală  0K  
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Fig. 1.9. Variabilele de stare )(txi  şi )(ˆ txi  - mişcarea longitudinală  0K  

 Programul Matlab din anexa A1.2 reprezintă implementarea software a procedurii 

de construcţie a estimatorului cu ordin redus de tip Luenberger. Modelul Matlab/ 

Simulink din fig. 1.7 este utilizat în cadrul programului din anexă pentru obţinerea 

caracteristicilor de timp din fig. 1.8  0u  şi din fig. 1.9 (pentru legea de comandă 

KxKu ;ˆ  este calculată cu algoritmul ALGLX [157]); aceste caracteristici exprimă 

variabilele de stare )(txi  cu linie continuă şi )(ˆ txi  cu linie întreruptă. 

 Se implementează software algoritmul 2 de proiectare a observerelor cu ordin 

redus şi pentru cazul mişcării laterale a unei aeronave Boeing 747, care zboară cu M=0.8 

la ;ft40000H  ecuaţia de stare a mişcării laterale este (1.49). 
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 Pentru determinarea matricei L  s-au impus valorile proprii dorite .4.0ss 21   

Se obţin succesiv, conform algoritmului de mai sus, 
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 (1.86) 

 Este apelat acelaşi model Matlab/Simulink din fig. 1.7 şi se obţin caracteristicile 

din fig. 1.10 şi fig. 1.11. Acestea exprimă variabilele de stare )(txi  cu linie continuă 

şi )(ˆ txi  cu linie întreruptă pentru cazul 0K  (fig. 1.10) şi cazul 0K  (fig. 1.11). 

Matricea de amplificare K, şi în acest caz, a fost calculată cu algoritmul ALGLX [157]. 
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Fig. 1.10. Variabilele de stare )(txi  şi )(ˆ txi  - mişcarea laterală  0K  
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Fig. 1.11. Variabilele de stare )(txi  şi )(ˆ txi  - mişcarea laterală  0K  



SISTEME DE ESTIMARE A STĂRII APARATELOR DE ZBOR 
 
 

27

 În continuare, este prezentat un alt observer cu ordin redus pentru sistemele la 

care numărul de măsurători este mai mare decât numărul de mărimi controlate 

(observere LTR - loop transfer recovery) [177].  

 Se consideră sistemul descris de ecuaţiile de stare (1.1) cu matricea 

.;,,,0 111 nmpyuxD mpn   MMM  Se vor măsura mn   variabile de 

stare şi, pentru că starea x  nu este complet măsurabilă, vom avea nevoie de un 

estimator de stare. Ecuaţiile estimatorului sunt [177] 

 
 









.ˆ

,

MyNzx

yKuTBFzz f
 (1.87) 

 Legea de comandă ce trebuie să asigure stabilizarea sistemului are forma clasică 

.x̂Ku c  Prima ecuaţie (1.87) reprezintă forma standard a unui observer de tip 

Luenberger ce consideră intrarea u  şi ieşirea y  ca intrări ale sistemului şi estimează 

.xKc  În cazul filtrului Kalman, matricele NTF ,,  şi M  sunt respectiv cf KICKA ,,  

şi matricea nulă  .O  Este posibil ca ,OM   dar, până în prezent, s-a demonstrat că 

obligatoriu IT   şi cKN   pentru filtrul Kalman. Din prima ecuaţie (1.1) rezultă 

  ,s 1 BuAICy   iar din prima ecuaţie (1.87) rezultă     .s 1 yKuTBFIz f   

Schema bloc de modelare a ecuaţiilor generale (1.1) şi ecuaţiilor (1.87) este cea din fig. 

1.12 [177]. 

 

Fig. 1.12 Schema bloc de modelare a ecuaţiilor generale (1.1) şi ecuaţiilor (1.87) 

 Tsui a demonstrat că o condiţie necesară şi suficientă pentru convergenţa 

observerului este 
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   ,01   TBFsIN  (1.88) 

  ;s C  N satisface ecuaţia 

 ,MCNTK c   (1.89) 

iar T este soluţia ecuaţiei Sylvester 

 .CKFTTA f  (1.90) 

Condiţia (1.88) este îndeplinită dacă se determină   nmnT M  ce satisface ecuaţia [177] 

 .0TB  (1.91) 

Aşadar, condiţiile (1.89)-(1.91) sunt suficiente pentru convergenţa observerului. Este 

evident că observerul nu poate fi, în acest caz, filtrul Kalman pentru că  IT   şi ar 

însemna   ,BIBTB  matricea .B   

 Observerul ce se constuieşte în continuare este unul general cu .IT   Se cunosc 

matricele CBA ,,  şi cK  şi se determină matricele MKF f ,,  şi .N  Matricea F  a 

observerului se alege arbitrar. Algoritmul de proiectare a observerului este unul 

economic şi necesită 3n  operaţii. Paşii algoritmului Monahemi [177] sunt următorii: 

Algoritmul 3 (Algoritmul Monahemi [177]) 

Pasul 1: Se realizează factorizarea QR  a matricei :B  

     ;qr, BSW   (1.92) 

matricele obţinute W  şi S  se partiţionează astfel: 

  
 

,
0

;
1

21 









 ppn

S
SWWW   (1.93) 

unde   .,, 121
pppnnpn SWW   MMM  

Pasul 2: Se calculează matricele [177] 
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 .,, 22212111 AWWAAWWACWC TT   (1.94) 

Pasul 3: Se realizează factorizarea matricei 1C  şi rezultă matricele Q  şi R  

     ;qr, 1CRQ   (1.95) 

se partiţionează matricele Q  şi R  astfel [177] 

  
 

,
0

,
1

21 









 ppm

R
RQQQ  (1.96) 

în care   ., 21
pmmpm QQ   MM  

Pasul 4: Se calculează matricea  

 2CWQE T  (1.97) 

şi se partiţionează această matrice după cum urmează [177] 

   ;21
TEEE   (1.98) 

      ., 21
pnpmpnp EE   MM  

Pasul 5: Se rezolvă ecuaţia Sylvester 

   221
1

112 ELFZERAAZ    (1.99) 

cu necunoscuta 2; LZ  se alege arbitrar [177]. 

Pasul 6: Se calculează matricea observerului  

   T
f QLRZAK 2

1
11
  (1.100) 

şi matricea .2
TZWT   

Pasul 7: Cunoscând matricele T  şi ,cK  se determină matricele M  şi N  [177] 

   .
1











C

T
KMN c  (1.101) 
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 Proiectarea observerului este posibilă dacă sunt îndeplinite anumite condiţii. 

Dacă matricea CB  are rang maxim ,p  condiţiile necesare şi suficiente sunt [177]:  

1) perechea  21
1

112 , EERAA   este controlabilă;  

2) valorile proprii ale matricei 1
1

112 ERAA   sunt diferite de cele ale lui .F  

 În continuare, este prezentat un alt algoritm de proiectare a unui observer liniar 

funcţional asociat unui sistem MIMO (observer Nakade&Galcade [180]). Se consideră 

din nou sistemul clasic, liniar şi invariant în timp (1.1) cu ,,,0 11   pn uxD MM  

.,,,1 nmpnnnm CBAy   MMMM  Fără micşorarea generalităţii, matricea C  

poate fi considerată de forma canonică [180] 

   ,01CC   (1.102) 

unde .1
mmC  M  Pentru proiectarea observerului, 1C  trebuie să fie inversabilă. 

 Legea de control ce stabilizează sistemul este de forma 

     ,tKxtu   (1.103) 

cu .npK M  Primul pas în proiectarea observerului este scrierea matricei de 

amplificare K  sub forma [180] 

 ,WCFTK   (1.104) 

unde .;,, nrpWTF mpnrrp   MMM  

 Ecuaţia (1.103) devine 

                         ,tWytKztWytKTxtWCxtFTxtKxtu   (1.105) 

în care s-a făcut notaţia  

       ., 1 rtztTxtz M  (1.106) 

 tz  verifică ecuaţia [180] 

        ,tGytTButEztz   (1.107) 
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cu ., mrrr GE   MM  Alegerea matricei E  se face astfel încât aceasta să fie stabilă. 

De exemplu, se alege   ,,1;diag piE i   unde i  sunt valori proprii din semiplanul 

stâng complex. 

 Se consideră eroarea observerului 

       .tTxtzte   (1.108) 

Prin derivare, rezultă 

                .tETxtTAxtGCxtETxtEztxTtzte    (1.109) 

Ecuaţia anterioară este echivalentă cu  

         
 

            .txETTAGCtEetetxETTAGCtTxtzEte
te

 


  (1.110) 

 Pentru ca    tEete   să fie ecuaţia ce corespunde unui observer convergent, 

trebuie ca [180] 

 .0 ETTAGC  (1.111) 

La această ecuaţie se adaugă ecuaţia (1.104) şi faptul că E  matrice stabilă. Aceste 

condiţii stau la baza proiectării observerului cu ordin redus. Pentru determinarea 

matricelor GWTF ,,,  şi E  matricele nrnp TF   MM ,  se scriu sub forma 

     ,, 2121 TTTKKK   (1.112) 

    .,,, 2121
mnrmrmnpmp TTKK   MMMM  Cele două matrice de mai sus mai 

pot fi scrise şi sub forma [180] 

     ,, 2121 nn tttTkkkK    (1.113) 

unde 

             pnnn
T
np

T
p

T kkkkkkkkkkkk  21222122121111 ,,,   (1.114) 

şi  
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      .,,, 21222122121111 nrnn

T
nr

T
r

T tttttttttttt    (1.115) 

Înlocuind K  şi T  de forma (1.113) în ecuaţia (1.104), se obţine 

       .0012121  WCtttFkkk nn   (1.116) 

 Folosind ecuaţiile (1.102), (1.104) şi (1.111), rezultă 

    .01 ETTAIGC mnmm   (1.117) 

Înmulţind ecuaţia (1.117) la dreapta cu    ,0 T
mnmmI   rezultă [180] 

           .00 1
11


  CIETTAGIETTAGC T
mnmm

T
mnmm  (1.118) 

 De asemenea, înmulţind tot ecuaţia (1.117) la dreapta, dar de această dată cu 

   ,0 T
mnmnm I   se obţine 

      .00  
T

mnmnm IETTA  (1.119) 

 În continuare, se partiţionează matricea A  astfel 

 ,
2221

1211










AA

AA
A  (1.120) 

        .,,, 22
,

211211
mnmnmmnmnmmm AAAA   MMMM  Cu acestea, şi ţinând cont 

de  ,21 TTT   ecuaţia (1.119) se scrie 

 
      

     ,00

00

22221211212111

21
2221

1211
21



























T
mnmnm

T
mnmnm

IETATATETATAT

ITTE
AA

AA
TT

 (1.121) 

echivalentă cu 

 .02222121  ETATAT  (1.122)  

De asemenea, ţinând cont de partiţionarea matricei A  (ecuaţia (1.120)) şi a matricei T  

(ecuaţia (1.112)), ecuaţia (1.118) se scrie [180] 
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        

      1
122221211212111

1
121

2221

1211
21

0

0






























CIETATATETATATG

CITTE
AA

AA
TTG

T
mnmm

T
mnmm  (1.123) 

sau 

    .1
12222121
 CETATATG  (1.124) 

 Ecuaţiile (1.102) şi (1.104) conduc la 

       .00 11 FTKCWCWFTK mnmmnm    (1.125) 

Înmulţind ecuaţia (1.125) la dreapta cu    ,0 T
mnmmI   se obţine 

      ,01
T

mmnmIFTKWC   (1.126) 

ecuaţie echivalentă cu  

             T
mmnm

T
mmnm IFTKFTKWCITTFKKWC   00 2211121211  (1.127) 

sau 

 .111 FTKWC   (1.128) 

 Înmulţind ecuaţia (1.125) la dreapta cu    ,0 T
mnmnm I   se obţine [180] 

 
            

     00

0000

2211

2121









T
mnmnm

T
mnmnm

T
mnmnm

IFTKFTK

ITTFKKIFTK
 (1.129) 

sau 

 .22 FTK   (1.130) 

 S-au obţinut 4 relaţii foarte importante (ecuaţiile (1.122), (1.124), (1.128) şi 

(1.130)), prin intermediul cărora se calculează matricele WTT ,, 21  şi .G  Matricea ,K  

şi implicit 1K  şi ,2K  se calculează cu metoda LQR sau cu algoritmul ALGLX [157]; 

matricea E  se obţine alegând cele r  valori proprii stabile ale acesteia, iar matricea F  
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se alege ca fiind o matrice  rp   cu elemente aparţinând matricei .K  Ordinul 

observerului se calculează ca fiind un număr natural cel puţin egal cu   ./ mmnp   

Algoritmul Nakade&Galcade [180] poate fi sintetizat ca mai jos: 

Algoritmul 4 (Algoritmul Nakade&Galcade [180]) 

Pasul 1: Se calculează ordinul observerului ca fiind numărul natural   ./ mmnp   

Pasul 2: Se calculează matricea K  cu metoda LQR, algoritmul ALGLX [157] sau alt 

algoritm din literatura de specialitate. Partiţionarea matricei K  se face conform 

ecuaţiei (1.112);  ., 21
mnpmp KK   MM  

Pasul 3: Se alege matricea F  ca fiind o matrice  rp   cu elemente aparţinând 

matricei .K  

Pasul 4: Se alege aleator o matrice stabilă .E  

Pasul 5: Folosind ecuaţia (1.130) şi pseudo-inversarea matricelor, se determină 2T  

 .22 KFT   (1.131) 

Pasul 6: Se partiţionează matricea ,A  conform ecuaţiei (1.120), şi se determină 

211211 ,, AAA  şi .22A  ,,, 22212 TAA  aflate la pasul anterior, şi matricea E  se introduc în 

ecuaţia (1.122) pentru determinarea matricei .1T  Se obţine 

   .1222221
  AAKFKEFT  (1.132) 

Cu 1T  şi 2T  aflate la paşii 5 şi 6 se construieşte matricea 

     .212222221 KFAAKFKEFTTT    (1.133) 

Pasul 7: Se calculează W  cu ecuaţia (1.128) utilizând 1T  cu forma (1.132); se obţine 

    .1
11222221
  CAAKFKEFFKW  (1.134) 

Pasul 8: Se calculează matricea G  cu ecuaţia (1.124); 1T  şi 2T  au formele (1.132), 

respectiv, (1.131). 
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Pasul 9: Se construieşte observerul descris de ecuaţiile (1.106) şi (1.107) [180] 

 
       
    .0ˆ

,




txTtz

tGytTButEztz
   (1.135) 

1.3. PROIECTAREA OBSERVERELOR PENTRU 

DETECTAREA DEFECTELOR 

 Se pot construi observere pentru sisteme MIMO folosindu-se tehnica poziţionării 

polilor; aceste observere pot fi implementate cu succes pe diverse UAV-uri. Recent 

există o preocupare majoră pentru proiectarea de observere care să fie folosite şi în 

cazul defectelor (teoria FDI) [45], [63], [76], [99], [209], [249]. 

 Se consideră sistemul descris de ecuaţiile de stare (1.1), unde ,1 nx M  

., 11   mr yu MM  Se proiectează un observer descris de ecuaţiile 

 
          
   








;ˆˆ

,ˆˆˆ

txCty

tytyLtButxAtx  (1.136) 

.,ˆ,ˆ 11 mnmn Lyx   MMM    

 Se definesc, pentru sistemele (1.1) şi (1.136) eroarea de estimare 

      txtxte ˆ  (1.137) 

şi semnalul rezidual 

       .ˆ tytytr   (1.138) 

Derivând semnalul eroare e, se obţine [92] 

                     
                     .ˆˆ

ˆˆˆ

teAteLCAtxtxLCAtxLCAtxLCA

tytyLtButxAtButAxtxtxte

obs
 

  (1.139) 

De asemenea, 

                  .ˆˆˆ tCetxtxCtxCtCxtytytr   (1.140) 
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Alăturând ecuaţiile (1.139) şi (1.140), se obţine sistemul [92] 

 
           
   








.

,ˆ

tCetr

teAteLCAtxtxte obs


 (1.141) 

 Este de dorit ca eroarea xxe ˆ  a sistemului să tindă la zero. Pentru aceasta 

este suficient ca matricea obsA  să fie stabilă, adică   .C obsA  Aşadar, proiectarea 

sistemului este o chestiune relativ simplă dacă se impun valori proprii dorite pentru 

matricea .obsA  Alegerea lor este însă în strânsă legătură cu valorile proprii ale 

sistemului în circuit închis. Se consideră astfel că legea de conducere (reacţia sistemului) 

este de forma 

 .Kxu   (1.142) 

Prima ecuaţie (1.1) devine 

   ,
~

xAxBKABKxAxx   (1.143) 

unde 

 .
~

BKAA   (1.144) 

 Atât matricea observerului LCAAobs   cât şi matricea de stabilitate a 

sistemului BKAA 
~

 au n  valori proprii. Fie nisi ,1,   cele n  valori proprii ale 

matricei obsA  şi nisi ,1,~   ele n  valori proprii ale matricei A
~

 [92]. Fie, de asemenea, 

 nivi ,1,  vectorii proprii asociaţi valorilor proprii is  şi  nivi ,1,~  vectorii proprii 

asociaţi valorilor proprii .~
is  În acest caz, sunt valabile ecuaţiile 

 .,~~~~
iiiobsiii vsvAvsvA   (1.145)  

 Dacă se notează cu  

  nsss ~...,,~,~diag 21  (1.146) 

matricea diagonală ce conţine valorile proprii ale matricei A
~

 (matrice ce descrie 
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sistemul în circuit închis) şi cu 

  nvvvV ~~~
21   (1.147) 

matricea ce are ca şi coloane vectorii proprii iv~  asociaţi valorilor proprii ,~
is  prima 

ecuaţie (1.145) devine [92] 

   VBKVAVVVBKA   (1.148) 

sau  

 ,VBWAV   (1.149) 

în care s-a făcut notaţia 

 .KVW   (1.150) 

 Deoarece sistemul este controlabil [92], 

      Cs,srang  nBIA n  (1.151) 

şi se pot alege două matrice inversabile    ss nnP M  şi        ss rnrnQ M  care 

satisfac ecuaţia 

        nn IQBIAP 0sss   (1.152) 

  .Cs   În continuare, se partiţionează matricea  sQ  astfel [92] 

      
    ,

ss

ss
s

2221

1211










QQ

QQ
Q  (1.153) 

în care            ss,ss,ss 211211
rrnnrn QQQ   MMM  şi    ss22

nrQ M  (n - numărul 

variabilelor de stare, r  numărul de intrări ale sistemului). 

 Dacă sistemul descris de ecuaţia (1.1) este controlabil,   rB rang  şi matricea 

de stabilitate a sistemului  A
~

 are valorile proprii ,~
is  este posibilă obţinerea matricei 

de amplificare K  astfel [92] 

 ,1 WVK  (1.154) 
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în care 

     nifQvvvvV iin ,1,
~

s~,~~~
1121    (1.155) 

şi  

     ,,1,
~

s, 2121 nifQwwwwW iin    (1.156) 

unde  r
if C

~
 vectori parametrici ce satisfac condiţiile [92] 

   .0det,,1,,
~~~~  Vnjiffss jiji  (1.157) 

 Pentru ca eroarea  de estimare a observerului să tindă la zero  0e  trebuie 

determinată matricea L  astfel încât valorile proprii is  ale matricei obsA  să fie situate în 

semiplanul stâng complex. Dacă sistemul descris de ecuaţia (1.1) este observabil 

  mC  rang  şi is  sunt valorile proprii ale matricei ,obsA  matricea de amplificare a 

observerului  L  se obţine cu ecuaţia [92] 

   ,1 T
obsobs VWL   (1.158) 

în care  

     nifQvvvvV iiobsinobs ,1,s,
1121    (1.159) 

şi  

     nifQwwwwW iiobsinobs ,1,s,
2121    (1.160) 

unde  r
if C  vectori parametrici ce satisfac condiţia 

 .,1,, njiffss jiji   (1.161) 

Matricele 
11obsQ  şi 

21obsQ  sunt submatrice ale matricei [92] 

 ,
2221

1211














obsobs

obsobs

obs QQ

QQ
Q  (1.162) 
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cu       s,s,s
211211

rn
obs

nn
obs

rn
obs QQQ   MMM  şi  .s

22

nr
obsQ M  

 Observerul construit poate fi util în cazul în care se doreşte detectarea defectelor. 

După ce a fost construit observerul, se calculează semnalul rezidual pentru a vedea 

dacă vreunul dintre senzorii din sistem s-a defectat. Astfel, dacă       ,0ˆ  tytytr  

înseamnă că senzorii funcţionează bine. În cazul în care   ,0tr  unul dintre senzori s-a 

defectat. Senzorul „k”, care s-a defectat, este determinat calculând  

       ,ˆ tytytr kkk   (1.163) 

pentru toate cele  „k” ieşiri ale sistemului  .,1 mk   

1.4. OBSERVERE OPTIMALE 

 În cazul în care aparatul de zbor evoluează în condiţii de perturbaţii aleatoare, se 

folosesc observerele optimale (filtrul Kalman-Bucy). Se consideră dinamica aeronavei 

descrisă de ecuaţia 

 
             
       







,

,*

tvtxtCty

twtBtutBtxtAtx
 (1.164) 

în care 1 nx M  este vectorul de stare,  1mu M  vectorul de comandă, ,nnA M  

  lnmn BB MM *,  matrice; 1 lw M  este un proces aleator de tip zgomot alb, 

 1my M  vector măsurat,  nmC M  matrice de selectare şi  1mv M  zgomot 

asociat senzorilor (proces aleator de tip zgomot alb). 

 Procesele aleatoare w  şi v  sunt descrise cu ajutorul matricelor de corelaţie 

              ,M,M ** tvtvtRtwtwtQ TT   (1.165) 

unde  M reprezintă media, ** , RQ  matrice simetrice şi pozitiv semidefinite care 

exprimă intensităţile zgomotelor w  şi v  [92], [157] 
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


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




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













 (1.166) 

O covarianţă mică implică intrări tip zgomot aproape de medie (zero în acest caz), iar o 

covarianţă mare conduce la intrări zgomot departe de medie. 

 Procesele aleatoare w  şi v  sunt necorelate între ele, adică 

        .0M  tvtwtN T  (1.167) 

În aplicaţii practice, dacă *B  nu se cunoaşte, se poate considera .* BB   

 Filtrul Kalman-Bucy are drept scop determinarea vectorului de stare estimat 

   ,ˆ tx  funcţie de măsurătorile     ,0 ty   care să minimezeze funcţia [92] 

    ,trace tLJ   (1.168) 

în care  tL  este covarianţa pentru eroarea de estimare 

             .ˆˆ TtxtxtxtxMtL   (1.169) 

 Estimatorul cuadratic liniar (LQE) se numeşte filtru Kalman-Bucy şi este descris 

de ecuaţiile (1.136) în care 

        ;** tRtCtPtL T  (1.170) 

 tP*  este o matrice pozitiv definită - soluţie a ecuaţiei Riccati [92] 

                               tBtQtBtPtCtRtCtPtAtPtPtAtP
TTT ****1*****    (1.171) 

sau  

                                  ,0****1****  
tBtQtBtPtCtRtCtPtAtPtPtA

TTT  (1.172) 

dacă sistemul este considerat invariant în timp. Considerând        txtxte ˆ  eroarea 

de estimare a filtrului, se poate determina ecuaţia asociată dinamicii erorii 
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                                

                     .
ˆˆ

*

*

tvtLtwtBtetCtLtAtvtL

txtCtxtCtLtutBtxtAtwtBtutBtxtAte




 (1.173) 

 Aşadar, viteza de convergenţă este dependentă de valorile proprii (părţile reale 

ale valorilor proprii) ale matricei       tCtLtA   dar şi de zgomotul senzorilor. Asupra 

estimatorului cuadratic linear (LQE) întotdeauna va exista o influenţă a zgomotului 

procesului  w  şi o influenţă a zgomotului senzorilor  .v  Alegerea matricei  tA  va 

accentua/diminua efectul lui  tv  asupra lui  tx̂  [92]. 

 Dacă  tQ*  şi  tR*  sunt matrice simetrice şi pozitiv semidefinite, dinamica 

sistemului este considerată constantă în timp,   *, BA  pereche controlabilă şi   CA,  

pereche detectabilă, se poate determina  tP*  ca soluţie a ecuaţiei (1.171) şi apoi 

matricea de amplificare a observerului  .tL  Pentru filtrul Kalman-Bucy se tip optimal, 

se obţine funcţia de transfer [92] 

  
    .

ss

sˆ

LCAI

L

Y

X


  (1.174) 

Funcţia de transfer face legătura între “măsurători” şi “starea estimată. 

 În fig. 1.13 este prezentată schema bloc de modelare a sistemului de comandă 

optimală a mişcării aparatului de zbor, constituită din următoarele subsisteme: modelul 

dinamic al aparatului de zbor, sistemul de măsurare, observerul optimal de tip filtru 

Kalman-Bucy şi subsistemul de comandă optimală (matricea de amplificare K ).  

 

Fig. 1.13. Schema bloc de modelare a filtrului Kalman-Bucy 
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 Se consideră mişcarea aeronavei descrisă de ecuaţia de stare (1.47) [157] şi de 

ecuaţia de ieşire vCxy  cu ,
0110

0100










C  adică   ., Ty  Alegând 

 01.0* Q  şi ,
01.00

001.0
*









R  se rezolvă ecuaţia Riccati (1.172) şi rezultă  

 .

0.579.11

0.244.26

0.93-4.01

9.5811.01-

,

0.440.090.080.02-

0.090.040.040.11-

0.080.040.040.20-

0.02-0.11-0.20-1.73

*
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
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



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




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









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






 LP  (1.175) 

 Programul Matlab din anexa A1.3 reprezintă implementarea software a procedurii 

de construcţie a filtrului Kalman-Bucy; matricele *P  şi L se calculează cu instrucţiunea 

LQE, cu sintaxa     ,,,,,,LQE,, NRQCGAEPL   în care: ,,, *** RRQQPP    G=B*, 

N este matricea din ecuaţia (1.167), iar E  reprezintă vectorul ce conţine valorile 

proprii ale matricei A-LC.  

 În fig. 1.14 este prezentat modelul Matlab/Simulink pentru structura din fig. 

1.13. Cu acesta, rezultă caracteristicile de timp din fig. 1.15 (erorile de estimare a vari-

abilelor de stare cu estimatorul de stare Kalman-Bucy pentru 0u ) şi caracteristicile 

de timp din fig. 1.16 pentru legea de comandă xKu ˆ  ( K  calculată cu algoritmul 

ALGLX); aceste caracteristici exprimă variabilele de stare )(txi  cu linie continuă şi 

)(ˆ txi  cu linie întreruptă. 

 
Fig. 1.14. Modelul Matlab/Simulink pentru structura din fig. 1.13 



SISTEME DE ESTIMARE A STĂRII APARATELOR DE ZBOR 
 
 

43

0 5 10 15 20
-20

0

20

40

60

80

100

120

Timp [s]
0 5 10 15 20

-6

-5

-4

-3

-2

-1

0

1

Timp [s]

0 5 10 15 20
-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

Timp [s]
0 5 10 15 20

-2

0

2

4

6

8

10

Timp [s]

P
ri

m
a 

co
m

po
ne

nt
a 

a 
er

or
ii

A
 d

ou
a 

co
m

po
ne

nt
a 

a 
er

or
ii

A
 p

at
ra

 c
om

po
ne

nt
a 

a 
er

or
ii

A
 tr

ei
a 

co
m

po
ne

nt
a 

a 
er

or
ii

 

Fig. 1.15. Erorile de estimare a stării estimatorului Kalman-Bucy  0K  

0 5 10 15 20
-20

0

20

40

60

80

100

Timp [s]




m
/s

x
V

0 5 10 15 20
-1

0

1

2

3

4

5

Timp [s]




gr
d



0 5 10 15 20

-
6

-
4

-
2

0

2

4

6

8

10

Timp [s]




gr
d/

s
y




0 5 10 15 20
-10

-8

-6

-4

-2

0

2

Timp [s]




gr
d



1
x

1
x̂

2
x

2
x̂

3
x

3
x̂

4x
4

x̂

 

Fig. 1.16. Variabilele de stare )(txi  şi )(ˆ txi  - mişcarea longitudinală  0K  

 Se implementează software filtrul Kalman-Bucy şi pentru cazul mişcării laterale 

a unei aeronave Boeing 747; ecuaţia de stare a mişcării laterale este (1.49). Se obţin  

 ;
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erorile de estimare a variabilelor de stare sunt prezentate în fig. 1.17 (pentru K=0), iar 

variabilele de stare )(txi  şi )(ˆ txi  pentru K  calculat cu algoritmul ALGLX sunt prezen-
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tate în fig. 1.18. Programul Matlab utilizat este similar celui din anexa A1.3, iar 

modelul Matlab/Simulink este identic cu cel din fig. 1.14. 
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Fig. 1.17. Erorile de estimare a stării estimatorului Kalman-Bucy (K=0)  
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Fig. 1.18. Variabilele de stare )(txi  şi )(ˆ txi  - mişcarea laterală  0K  

1.5. TEHNICI DE PROIECTARE A OBSERVERELOR 

LINIARE DISCRETE 

1.5.1. CHESTIUNI GENERALE 

 Se consideră sistemul discret descris de ecuaţiile de stare în variantă discretă [231] 
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 ,,1 kkkkk CxyBuAxx   (1.177) 

în care n
k Rx   este vectorul de stare discret cu n  componente,  l

k Ru  vectorul de 

ieşire cu l  componente, iar  m
k Ry  vectorul celor m  ieşiri ale sistemului discret. 

 Există două tipuri de estimatoare ca urmare a măsurătorii care trebuie să fie 

disponibilă la momentul k  sau la momentul .1k  În primul caz, estimatorul se 

numeşte estimator-predictor şi oferă o estimare a stării kkx /1ˆ   la momentul ,1k  

cunoscându-se estimarea de la momentul ;k  în al doilea caz, se construieşte un 

estimator-corector, estimarea fiind notată cu .ˆ 1/1  kkx  

 Cazul 1: Estimatorul - predictor 

 În acest caz, se cunoaşte ky  dar nu se cunoaşte 1ky  [231] 

   ,ˆˆˆ 1/1//1   kkkpkkkkk yyKBuxAx  (1.178) 

unde .ˆˆ 1/1/   kkkk xCy  Introducând expresia lui 1/ˆ kky  în ecuaţia (1.178), se obţine 

         .ˆˆˆˆ 1/1/1//1 kpkkkpkkkpkkkkk yKBuxCKAxCyKBuxAx    (1.179) 

 Structura anterioară este identică cu cea din cazul sistemelor continue. Dacă se 

notează eroarea observerului discret cu [231] 

 ,ˆ~
/11/1 kkkkk xxx    (1.180) 

ecuaţia estimatorului de stare se scrie 

   ;~~
/1/1 kkpkk xCKAx    (1.181) 

estimatorul este asimptotic stabil dacă matricea  CKA p  este stabilă, adică dacă 

valorile proprii ale matricei sunt în modul subunitare (matricea  CKA p  este matrice 

Schur) [231]. 

 Cazul 2: Estimatorul - corector 

 În acest caz, 1ky  este cunoscut, ecuaţia observerului fiind 
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   ;ˆˆˆ 11/1/1   kkckkkkk yyKBuxAx  (1.182) 

1ˆ ky  reprezintă estimarea ieşirii la momentul .1k  Ea se poate realiza în două moduri 

diferite: anticipare şi predicţie.  

 În primul caz 

 ;ˆˆ 1/11   kkk xCy  (1.183) 

eroarea estimatorului este [231] 

 ,ˆ~
1/111/1   kkkkk xxx  (1.184) 

iar eroarea estimatorului devine 

   .~ˆ /
1

1/1 kkckk xACKIx 
   (1.185) 

Estimatorul este stabil dacă matricea   1 CKI c  este matrice Schur. 

 În cel de-al doilea caz [231] 

   ;ˆˆ /1 kkkk BuxACy   (1.186) 

ecuaţia estimatorului devine 

     .ˆˆ 1/1/1   kckkkckk yKBuxACKIx  (1.187) 

Cu aceleaşi notaţii ca şi în cazul precedent 

   .ˆ~
/1/1 kkckk xACKIx   (1.188) 

Estimatorul este asimptotic stabil dacă  CKI c  este matrice Schur. Metodologia de 

calcul a amplificărilor pK  şi cK  este prezentată mai jos [231]. 

 Eroarea de estimare este dată de ecuaţia scrisă sub formă unificată 

   .~~ *
1 kk xKCAx   (1.189) 

Se notează cu kz  variabila a cărei evoluţie este 

 .*
1 k

T
k

T
k wCzAz   (1.190) 
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Căutarea legii de comandă *
kw  se face prin minimizarea criteriului de performanţă 

  





0

,
2

1

k
k

T
kk

T
k RwwQzzJ  (1.191) 

unde Q  şi R  sunt matrice simetrice şi pozitiv definite. Se obţine [231] 

   ,*
1

***
k

TT
k zLACLCCRw


  (1.192) 

în care L  este soluţia ecuaţiei Riccati 

   .*
1

*** TTT LACLCCRALCALALQ
T 

  (1.193) 

Se obţine [231] 

   ,
1 T

p
T

pp CCLRCALK  (1.194) 

cu pL  soluţia ecuaţiei 

   T
p

T
p

T
p

T
pp ACLCCLRCALAALLQ

1  (1.195)  

sau 

   ,
1 T

c
T

c
T

cc ACALCCLRCALK
  (1.196) 

cu cL  soluţia ecuaţiei 

   .
1 T

c
TT

c
T

c
T

cc ACALCACALRCALAALLQ
  (1.197) 

 Din cele două tipuri de estimatoare discrete, estimatorul predictor este cel mai 

utilizat datorită analogiilor care există între acesta şi estimatoarele continue. 

 Ecuaţiile estimatoarelor predictor pot fi puse şi sub alte forme dacă se ia în 

consideraţie şi matricea nenulă D  din ecuaţia de stare [96] 

             .,1 kDukCxkykBukAxkx   (1.198) 

Ecuaţiile observerului discret sunt  
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                  .ˆˆ,ˆˆ1ˆ kDukxCkykykyKkBukxAkx p   (1.199) 

Notând eroarea observerului cu       ,ˆ kxkxke   pentru un observer Luenberger 

discret, se obţine 

      .1 keCKAke p  (1.200) 

În ecuaţiile (1.198) şi (1.199), intrarea observerului  ku  se calculează ca şi în cazul 

sistemelor continue:    ;ˆ kxKku   ecuaţiile observerului devin [96] 

                 kxDKkxCkykykyKkxBKkxAkx p ˆˆˆ,ˆˆˆ1ˆ   (1.201) 

sau, mai simplu, 

                  ;ˆˆ,ˆˆ1ˆ kxDKCkykykyKkxBKAkx p   (1.202) 

matricea K  se poate determina impunând valori proprii dorite pentru matricea  .BKA   

1.5.2. FILTRUL DISCRET KALMAN-BUCY 

 Se consideră sistemul discret descris de ecuaţiile de stare [4], [59], [196] 

               ,,1 * kvkCxkykwBkBukAxkx   (1.203) 

unde w şi v sunt procese aleatoare de tip zgomote albe. Matricele de corelaţie ale celor 

două procese aleatoare sunt  

          .M,M kvkvRkwkwR T
v

T
w   (1.204) 

 Se condideră că cele două procese sunt necorelate, adică, pentru orice ,ji   

          .M,0M jvivjwiw TT   (1.205) 

 Proiectarea filtrului Kalman presupune determinarea unei matrice de amplificare 

L care să minimizeze 

             ;ˆˆ TkxkxkxkxMkP   (1.206) 
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Structura observerului este [4], [59], [196]  

            ,ˆ 0 kxCkykLkxAkx   (1.207) 

unde matricea L0(k) se calculează astfel: 

     ,1
0

 v
T RCkPkL  (1.208) 

iar matricea P(k) se exprimă cu relaţia 

           .1
kCNRCkCNCkNkNkP v

TT   (1.209) 

Matricea N(k) este covarianţa estimărilor  .kx   kx  din ecuaţia (1.207) se calculează 

după cum urmează: 

       ,11ˆ  kBukxAkx  (1.210) 

iar actualizarea matricei de corelaţie N(k)  se face cu formula [4], [59], [196] 

     .1 ** T
BRBAkAPkN w

T   (1.211) 

       111 *  kwBkBukAxkx

 1kx  1ku  1kw

C K

B

A

 1z C

 kv



 kL
0

A



-

+

+
+

+

+

+

+

 kx̂

 kx̂

 kx̂

 ku

 kx 1kx

 ky

 kx

 

Fig. 1.19. Schema bloc de modelare a filtrului discret Kalman-Bucy 

 Ecuaţiile (1.209) şi (1.211) conduc la ecuaţia 

             .1 **1 T
BRBAkCNRCkCNCkNkNAkN w

T
v

TT    (1.212) 

Schema bloc de modelare a filtrului discret Kalman-Bucy este prezentată în fig. 1.19. 

  Considerând parcursă iteraţia k+1, deci considerând că se cunosc   ,1kx  
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     1,1,1ˆ  kPkukx  şi   ,1kw  cronologia paşilor la iteraţia k este următoarea: 

Pasul 1: Se determină  kx  cu ecuaţia (1.210). 

Pasul 2: Se determină matricea N(k) astfel 

     .1 ** T
BRBAkAPkN w

T   (1.213) 

Pasul 3: Se calculează matricea P(k)  în funcţie de N(k)  utilizând ecuaţia (1.209). 

Pasul 4: Se calculează matricea L0(k) cu ecuaţia (1.208). 

Pasul 5: Se calculează x(k) şi y(k)  astfel: 

               .,111 * kvkCxkykwBkBukAxkx   (1.214) 

Pasul 6: Se calculează  kx̂  utilizând ecuaţia (1.207) şi     .ˆ kxKku    

 În cele ce urmează, se validează algoritmul de proiectare a filtrului Kalman-

Bucy pentru două cazuri ale mişcărilor longitudinală, respectiv laterală ale aeronavelor. 
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Fig. 1.20. Variabilele de stare )(txi  şi )(ˆ txi  - mişcarea longitudinală 

  Pentru început, se consideră mişcarea longitudinală a unei aeronave descrisă de 

ecuaţia de stare (1.47) [157] şi de ecuaţia de ieşire y=Cx+v cu C=I4. Programul Matlab 

din anexa A1.4 reprezintă implementarea software a procedurii de construcţie a filtrului 

discret Kalman-Bucy; matricele  N, P şi L0 se calculează la fiecare iteraţie .k  Matricea 

de amplificare K se calculează în Matlab utilizând instrucţiunea DLQR cu sintaxa 
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    ;,,,DLQR,, RQBAESK dd  matricele dA  şi dB  sunt transpunerile discrete ale 

matricelor A şi B. Utilizând programul Matlab din anexă, rezultă caracteristicile de 

timp din fig. 1.20 pentru legea de comandă ;x̂Ku   aceste caracteristici exprimă 

variabilele de stare )(txi  cu linie continuă şi )(ˆ txi  cu linie întreruptă. 

 Se implementează software filtrul discret Kalman-Bucy şi pentru cazul mişcării 

laterale a unei aeronave Boeing 747, care zboară cu 8.0M  la ;ft40000H  ecuaţia 

de stare a mişcării laterale este (1.49) [157]. Programul Matlab utilizat este similar 

celui din anexa A1.4. Variabilele de stare )(txi  şi ,)(ˆ txi  pentru K  calculat folosind 

instrucţiunea DLQR, sunt prezentate în fig. 1.21. 
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Fig. 1.21. Variabilele de stare )(txi  şi )(ˆ txi  - mişcarea laterală  

1.6. ESTIMAREA INTRĂRILOR NECUNOSCUTE      

PENTRU SISTEMELE LINIARE 

1.6.1. ALGORITMI PENTRU ESTIMAREA INTRĂRILOR 

NECUNOSCUTE ALE SISTEMELOR LINIARE 

 1.6.1.1. Introducere 

 Estimarea intrărilor necunoscute poate avea o importanţă deosebită în procesul 

de detecţie a defectelor. Hou şi Muller [84] sunt autorii unui algoritm de proiectare a 
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unui observer cu ordin redus pentru sisteme liniare cu intrări necunoscute. Ei au împărţit 

sistemul asociat ecuaţiei de stare în două subsisteme: primul depinde de intrările 

necunoscute, iar în cel de-al doilea intrările necunoscute nu contează [84], [168]. 

Având în vedere că starea celui de-al doilea subsistem poate fi obţinută prin măsurători, 

Hou şi Muller au proiectat un observer cu ordin redus pentru intrări necunoscute. 

 1.6.1.2. Algoritmul Hou & Muller 

 Se consideră sistemul invariant în timp [84], [168] 

 
       
   







,

1

kCxky

kDdkBukAxkx
 (1.215) 

unde 
1 nx M  este vectorul de stare,  1pu M vectorul intrărilor,  1my M vectorul 

de ieşire (vectorul măsurătorilor) şi  1sd M vectorul intrărilor necunoscute; 

matricele A, B, C, D au, respectiv, dimensiunile: .,,, snnmpnnn DCBA   MMMM  

Algoritmul propus de Hou şi Muller presupune că matricea C  are rang de linie maxim 

(toţi vectorii linie ai matricei C sunt liniari independenţi) şi matricea D are rang de 

coloană maxim (toţi vectorii coloană ai matricei D sunt liniari independenţi). Ultima 

presupunere conduce la [84], [168] 

 ,
0

TK
R

HD 







  (1.216) 

unde .,, ssssnn KRH   MMM  În ecuaţia (1.216) matricea H  trebuie să fie 

ortogonală  IHH T  . Introducând D  de forma (1.216) în ecuaţiile (1.215) se obţine 

             .,
0

1 kCxkykdK
R

HkBukAxkx T 







  (1.217) 

Se înmulţeşte la stânga cu TH  prima ecuaţie (1.217) şi se obţine [84], [168] 

              kxCHHkykdK
R

HHkBuHkxAHHHkxH TTTTTTT 







 ,

0
1  (1.218) 
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sau 

             ,,
0

1 kxCkykd
R

kuBkxAkx 







  (1.219) 

în care 

         .,,,, CHCBHBAHHAkdKkdkxHkx TTTT   (1.220) 

 Noul vector de stare  kx  se scrie astfel: 

        ,21
Tkxkxkx   (1.221) 

unde    1
1

skx M  vectorul de stare asociat intrărilor necunoscute,       1
2

snkx M  

vectorul de stare asociat intrărilor cunoscute. Matricele BA , şi C  se partiţionează după 

cum urmează [84], [168]: 

  ,,, 21
2

1

2221

1211 CCC
B

B
B

AA

AA
A 

















  (1.222) 

în care 

 
       

   .,,,

,,,,

2121

22211211

snmsmpsnps

snsnssnsnsss

CCBB

AAAA
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



MMMM

MMMM
 

 Cele două ecuaţii (1.219), utilizând (1.221) şi (1.222), devin 

 
         
       
     















.

,1

,1

2211

22221212

12121111

kxCkxCky

kuBkxAkxAkx

kdRkuBkxAkxAkx

 (1.223) 

 Algoritmul propus de Hou şi Muller [84] funcţionează în continuare doar dacă 

matricea 1C  are rang de coloană maxim. În acest caz 1C  se poate scrie printr-o ecuaţie 

similară ecuaţiei (1.216): 

 ,
0 1

1
11

TK
R

HC 







  (1.224) 
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unde .,, 111

ssssmm RKH   MMM  În continuare, se partiţionează matricea 1H  

astfel [84], [168] 

  ;12111 HHH   (1.225) 

  ., 1211
smmsm HH   MM  Dacă se face notaţia [84] 

        
  ,

2

1

12

11
1 



















ky

ky
ky

H

H
kyHky

T

T
T  (1.226) 

a treia ecuaţie (1.223) devine 

       .
0 2211

1
1 kxCkxK

R
Hky T 








  (1.227) 

Se înmulţeşte această ultimă ecuaţie la stânga cu TH1  şi rezultă 

 

     

     kxC
H

H
kxK

R
ky

H

H

kxCHkxK
R

HHkyH

T

T
T

T

T

TT

I

TT

22
12

11
11

1

12

11

22111
1

111

0

0








































 (1.228) 

echivalentă cu 

           ,, 22222111111 kxCkykxCHkxKRky TT   (1.229) 

unde  

 .2122 CHC T  (1.230) 

 Ţinând cont de expresia 

      
      ,0 1

2

1
1 kyGky

ky

ky
Iky T

s 







  (1.231) 

din prima ecuaţie (1.229) se obţine [84] 
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                   
 

 













 

kxCHkyHGKRkxCHkyKRkx T

ky

TTTTT
22111

1
1122111

1
111 

 (1.232) 

echivalentă cu  

       ;221
1

111 kxCkyHGRKkx TT    (1.233) 

în ecuaţia de mai sus s-a ţinut cont de 

   ,1
11

1
11

  RKKR T  (1.234) 

întrucât 1K  este matrice ortogonală, dar şi de relaţia 

   .0 11
12

11
1

T
T

T

s
TT H

H

H
IHG 








  (1.235) 

 În continuare, se introduce  kx1  cu forma (1.233) în cea de-a doua ecuaţie 

(1.223) şi se obţine [84] 

             kuBkxAkxCHGRKAkyHGRKAkx TTTT
2222221

1
1211

1
1212 1    (1.236) 

sau 

         ,1 22222 kyDkuBkxAkx   (1.237) 

în care 

 .,, 1
1

1212221
1

121222
TTTT HGRKADBBHGRKAAA    (1.238) 

 Pentru estimarea vectorului ,2x  se construieşte un observer de tip Luenberger 

bazat pe ecuaţia (1.237) şi pe a doua ecuaţie (1.229). Acest observer poate fi construit 

dacă şi numai dacă perechea  22 , CA  este observabilă. Ecuaţia asociată observerului 

este [84], [168] 

             .ˆ1ˆ
12222222 kyLHDkuBkxLCAkx T  (1.239) 

 În proiectarea observerului (ecuaţia (1.239)) s-a avut în vedere faptul că 
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 
 

 .2212

2

kxLCkyHL
ky

T 


  kd  şi, implicit,  kd  se obţin din prima ecuaţie (1.223) după 

cum urmează: 

 
         

            kuBkxAkxAkxRKkd

kdRKkuBkxAkxAkx

KR

T

T

12121111
1

12121111

1

1

1










 (1.240) 

echivalentă cu 

      

             
   

      .
1

1

1
1

212
1

21
1

1
1

1
1

111
1

1
1

1212221
1

11111
1

kuBKRkxAKRCHGRKR

kyHGRAKRkxKR

kuBkxAkxCkyHGRKAkxKRkd

TT

TT

TT













 (1.241) 

2x  se estimează cu observerul (1.239) şi, deci, intrarea necunoscută estimată  kd̂  se 

calculează cu formula 

 
     

     .ˆ

1ˆ

1
1

212
1

21
1

1
1

1
1

111
1

1
1

kuBKRkxAKRCHGRKR

kyHGRAKRkxKRkd

TT

TT








 (1.242) 

Aşadar,  kx2  se estimează cu observerul descris de ecuaţia (1.239), iar  kx1  se 

determină apoi cu o ecuaţie de tipul (1.233) în care 22 x̂x   

       .ˆˆ
221

1
111 kxCkyHGRKkx TT    (1.243) 

Algoritmul Hou & Muller 

Pasul 1: Se verifică dacă matricea D  are rang de coloană maxim. 

Pasul 2: Se determină matricele RH ,  şi K  utilizând ecuaţia (1.216). 

Pasul 3: Se calculează matricele CBA ,,  utilizând ecuaţia (1.220) şi apoi se 

partiţionează vectorul de stare     kxHkx T  ecuaţia (1.221). 

Pasul 4: Se partiţionează matricele CBA ,,  ecuaţia (1.222). 

Pasul 5: Se verifică dacă 1C  are rang de coloană maxim. În caz contrar algoritmul nu 
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poate continua. 

Pasul 6: Se determină matricele 11, RH  şi 1K  utilizând ecuaţia (1.224) şi apoi se 

partiţionează 1H  (ecuaţia (1.225)), rezultând 11H  şi ;12H  se calculează 2C  cu ecuaţia 

(1.230). 

Pasul 7: Se calculează matricele 222 ,, DBA  cu ecuaţia (1.238) şi se proiectează 

observerul de stare descris de ecuaţiile (1.239). Matricea L  se obţine impunând valori 

proprii convenabile (în semiplanul stâng complex) pentru matricea  .22 LCA   

Pasul 8: Cu 2x̂  obţinut la pasul 7, se calculează 1x̂  (ecuaţia (1.243)) şi apoi se 

estimează vectorul intrărilor necunoscute  kd̂  cu ecuaţia (1.242). 

Pasul 9: Vectorul de stare  kx  se estimează astfel:         kxkxkxkx
T

;ˆˆˆ
21  se obţine 

ţinând seama de prima ecuaţie (1.220) şi de faptul că H  matrice ortogonală: 

          .ˆˆˆ
21

T
kxkxHkxHkx   (1.244) 

1.6.2. PROIECTAREA OBSERVERELOR PENTRU SISTEMELE 

LINIARE CU INTRĂRI NECUNOSCUTE 

 1.6.2.1. Proiectarea observerelor cu ordin întreg 

 Există numeroase metode pentru proiectarea observerelor şi a observerelor cu 

ordin redus pentru sistemele liniare cu intrări necunoscute. Metodele pot fi împărţite în 

3 categorii: metode geometrice, metode algebrice şi cele care utilizează inversa 

generalizată [18]. Metodele geometrice au fost introduse de Bhattacharyya [12], iar 

cele algebrice au ca reprezentanţi de frunte pe Kudva, Viswadam şi Ramakrishna 

[141], Hautus [81], Hou & Muller [84], Darouach, Zasadzinski şi S. J. Xu [49], Yang şi 

Wild [239], O’Reilly [187] etc. 

 Se consideră sistemul invariant în timp 

 ,, CxyDdBuAxx   (1.245) 
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unde  1nx M  vector de stare,  1pu M  vectorul intrărilor cunoscute,  1sd M  

vectorul intrărilor necunoscute şi  1my M  vectorul ieşirilor. Matricele DCBA ,,,  

au respectiv dimensiunile .,,, snnmpnnn DCBA   MMMM  

 Se presupune, fără micşorarea generalităţii, că     mCsDsm  rang,rang,  şi 

perechea   AC,  observabilă. Se construieşte observerul descris de ecuaţiile [18], [187] 

 ,ˆ, EyzxGuLyNzz   (1.246) 

în care 1 nz M  şi  1ˆ nx M  estimarea vectorului de stare .x  Matricele GLN ,,  şi 

E  sunt matrice cunoscute şi trebuie calculate astfel încât .ˆ xx   Se consideră eroarea 

de estimare xxe  ˆ  şi se calculează derivata acesteia; se obţine 

     ,ˆ PDduPBGxPALCNPNexxe    (1.247) 

unde s-a făcut notaţia [18] 

 .ECIP n   (1.248) 

 Dacă ,ˆ Neexx    deci, conform ecuaţiei (1.247), rezultă 

   0,0,0  DECIPBGPALCNP n  (1.249) 

şi, în plus, matricea N  trebuie să fie stabilă. 

 Din cea de-a treia ecuaţie (1.249) se determină matricea E  astfel 

     ,00  CDDEECDDDECI n  (1.250) 

în care „+” este simbolul pseudo-inversei, adică 

          .
1 TT CDCDCDCD
   (1.251) 

Pentru a se putea calcula pseudo-inversa matricei   ,CD  aceasta trebuie să aibă rang de 

coloană maxim, adică   .;rang smCDsCD  M  

 După determinarea lui E  (ecuaţia (1.250)) se calculează P  cu ecuaţia (1.248) şi 
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apoi, utilizând cea de-a doua ecuaţie (1.249), rezultă matricea G  [18], [187]  

      .BCCDDIBECIPBG nn
  (1.252) 

Determinarea matricelor N  şi L  se face utilizând prima ecuaţie (1.249). Procedura 

este destul de dificilă întrucât ecuaţia 

 0 PALCNP  (1.253) 

este o ecuaţie matriceală cu 2 necunoscute. 

 În [18] se procedează după cum urmează: se alege N  de forma 

 ,KCPAN   (1.254) 

unde K  se alege, la rândul ei, astfel încât matricea N  să fie stabilă. Introducând N  de 

forma (1.254) în ecuaţia (1.253) se obţine [18], [187] 

       
   

 CCEIKPAECLC

CCEIKAECECILCKCECKCECAECAECLC

ECIKCECIAECIAECILCKCPPAPPALC

m

m

P

n

nnnn







 (1.255) 

sau 

   .CEIKPAEL m   (1.256) 

Aşadar, dinamica observerului este 

      .ˆ, EyzxPBuyPAECEIKzKCPAz m   (1.257) 

Rezolvarea ecuaţiei (1.253) şi, implicit, determinarea matricelor N  şi ,L  se poate face 

şi prin partiţionarea matricelor CLPN ,,,  şi A  (algoritmul O’Reilly îmbunătăţit) 

   ,,,,,
43

21
21

2

1

43

21

43

21





































AA

AA
ACCC

L

L
L

PP

PP
P

NN

NN
N   (1.258) 

în care 
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       

       

 

 

        .,,,,

,,,

,,,

,,,,,

,,,,,

4321

21

21

4321

4321

mmmnmmmnmnmnnn

mmmnmnm

mmmmnmn

mmmnmmmnmnmnnn

mmmnmmmnmnmnnn

AAAAA

CCC

LLL

PPPPP

NNNNN





















MMMMM

MMM

MMM

MMMMM

MMMMM

 (1.259) 

Ecuaţia (1.253) este echivalentă cu sistemul de ecuaţii matriceale 

 

   

 

 




























.0

,0

,0

,0

4423224423

3413123413

4221214221

3211113211

mm

mnm

mmn

mnmn

APAPCLPNPN

APAPCLPNPN

APAPCLPNPN

APAPCLPNPN

 (1.260) 

Sistemul anterior are 6 necunoscute ( 4,1, iNi  şi 2,1, jL j ) şi doar 4 ecuaţii. Pentru 

a putea fi rezolvat considerăm   mmnN M1  şi  mnmN M3  două matrice alese 

aleator. Din cele 4 submatrice ,4,1, iNi  oricare două pot fi considerate cunoscute 

(alese aleator) urmând ca celelalte două, împreună cu 1L  şi ,2L  să fie necunoscutele 

sistemului (1.260). Făcând notaţiile 

 
,

~
,

~
,

~
,

~

23442341334133

21422121132111

PNAPAPAPNAPAPA

PNAPAPAPNAPAPA




 (1.261) 

sistemul de ecuaţii matriceale (1.260) se transformă în două sisteme de ecuaţii, fiecare 

cu câte 2 necunoscute 

 










,
~

,
~

22142

11132

ACLPN

ACLPN
 (1.262) 

 










.
~

,
~

42244

31234

ACLPN

ACLPN
 (1.263) 

 Pentru rezolvarea primului sistem, se scoate 2N  din a doua ecuaţie (1.262) 

    42122

~
PCLAN  (1.264) 



SISTEME DE ESTIMARE A STĂRII APARATELOR DE ZBOR 
 
 

61

şi se înlocuieşte în prima ecuaţie (1.262). Se obţin 

     342134211

~~
PPCCPPAAL  (1.265) 

şi 

    42122

~
PCLAN  (1.266) 

echivalentă cu 

     .
~~~

423421342122
  PCPPCCPPAAAN  (1.267) 

Se rezolvă similar şi sistemul (1.263) şi se determină necunoscutele 2L  şi 4N  

    ,
~~

342134432
  PPCCPPAAL  (1.268) 

     .
~~~

423421344344
  PCPPCCPPAAAN  (1.269) 

 După determinarea matricelor 2N  şi 4N  ( 1N  şi 3N  au fost alese aleator), se 

construieşte matricea N  ecuaţia (1.258). Aceasta trebuie să fie stabilă. În cazul în 

care N  nu este stabilă, se aleg alte 2 matrice 31 , NN  şi se rezolvă din nou sistemul de 

ecuaţii (1.260). 

 Metoda de proiectare a observerului din [18], [187] prezintă unele dezavantaje 

faţă de metoda inovativă găsită de autor. În [18], [187], matricea K  şi, implicit, N  

ecuaţia (1.254), se determină impunând valori proprii dorite pentru matricea .KCPA   

Acest lucru nu se poate face tot timpul şi pot exista cazuri când este greu sau chiar 

imposibil de determinat matricea .K  Acest neajuns este complet eliminat în cadrul 

algoritmului propus de autor (algoritmul O’Reilly îmbunătăţit). Un alt dezavantaj al 

algoritmului din [18], [187] este acela că observerul (1.257) există dacă şi numai dacă 

sunt îndeplinite simultan condiţiile: 

1)     ;rangrang sDCD   

2)     .0ReC,,rang 






 
ss

s
n

C

PAP
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Dacă este îndeplinită condiţia 1) şi, în plus,   ,rang snP   următoarele 3 condiţii sunt 

echivalente [18], [187]  

1) perechea  CPA,  este observabilă sau cel puţin detectabilă; 

2)     ;0ReC,,rang 






 
ss

s
n

C

PAP
 

3)     .0ReC,,
0

rang 






 
ss

s
sn

C

DAI n  

 Algoritmul O’Reilly îmbunătăţit are avantajul unui număr mai mic de constrân-

geri. Cu alte cuvinte, condiţiile necesare sunt: 

               aobservabilpereche,,rang,rangrang,  ACmCsCDDsm  (1.270) 

Algoritmul O’Reilly îmbunătăţit 

Pasul 1: Se verifică dacă sunt îndeplinite simultan condiţiile (1.270). 

Pasul 2: Se calculează matricea E  cu ecuaţia (1.250) şi apoi matricea P  ecuaţia 

(1.248). 

Pasul 3: Se calculează matricea G  utilizând ecuaţia (1.252). 

Pasul 4: Se partiţionează matricele ACLPN ,,,,  conform ecuaţiilor (1.258) şi (1.259). 

Pasul 5: Se aleg aleatoriu matricele 31 , NN  şi apoi, utilizând ecuaţia (1.261), se 

calculează .
~

,
~

,
~

,
~

4321 AAAA  

Pasul 6: Se rezolvă sistemele de ecuaţii (1.262) şi (1.263) şi se obţin matricele 

4221 ,,, NNLL  ecuaţiile (1.265), (1.268), (1.267) şi (1.269). 

Pasul 7: Se construiesc matricele N  şi L  ecuaţia (1.258) şi se verifică dacă N  

matrice stabilă. În cazul în care matricea N  nu are valorile proprii în semiplanul stâng 

complex, se reiau paşii 5, 6 şi 7 cu alte matrice alese aleator 1N  şi 3N  până când se 

obţine o matrice N  stabilă. 

Pasul 8: Se proiectează observerul descris de ecuaţiile (1.246). 
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 În cele ce urmează, se validează algoritmul de mai sus pentru două cazuri 

concrete ale mişcărilor longitudinală, respectiv laterală ale aeronavelor. 

 Se consideră mişcarea longitudinală a unei aeronave descrisă de ecuaţiile de 

stare (1.47). Parcurgând pas cu pas algoritmul O’Reilly îmbunătăţit se obţin matricele 
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Fig. 1.22. Modelul Matlab/Simulink al observerului O’Reilly îmbunătăţit 
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Fig. 1.23. Erorile de estimare a stării estimatorului O’Reilly îmbunătăţit  0K   
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Fig. 1.24. Variabilele de stare )(txi  şi )(ˆ txi  - mişcarea longitudinală  0K   

 Programul Matlab din anexa A1.5 reprezintă implementarea software a procedurii 

de construcţie a estimatorului de stare O’Reilly îmbunătăţit. Modelul Matlab/Simulink 

din fig. 1.22 este utilizat în cadrul programului din anexă pentru obţinerea 

caracteristicilor de timp din fig. 1.23 (erorile de estimare a variabilelor de stare cu esti-

matorul de stare O’Reilly îmbunătăţit pentru 0u ) şi caracteristicile de timp din fig. 

1.24 pentru legea de comandă xu ˆK  ( K  calculată cu algoritmul ALGLX [157]); 

aceste caracteristici exprimă variabilele de stare )(txi  cu linie continuă şi )(ˆ txi  cu 

linie întreruptă. 
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Fig. 1.25. Erorile de estimare a stării estimatorului O’Reilly îmbunătăţit (K=0)  
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Fig. 1.26. Variabilele de stare )(txi  şi )(ˆ txi  - mişcarea laterală  0K   

  Se implementează software observerul O’Reilly îmbunătăţit şi pentru cazul 

mişcării laterale (1.49). Erorile de estimare a variabilelor de stare sunt prezentate în fig. 

1.25 (pentru K=0), iar variabilele de stare )(txi  şi )(ˆ txi  pentru K calculat cu algoritmul 

ALGLX [157] sunt prezentate în fig. 1.26. Programul Matlab utilizat este similar celui 

din anexa A1.5, iar modelul Matlab/Simulink este identic cu cel din fig. 1.22. 

 În acest caz, în urma simulării, se obţin matricele 
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 1.6.2.2. Proiectarea observerelor cu ordin redus fără reconstrucţia  

intrărilor necunoscute  

 În cadrul acestei metode vectorul de stare este împărţit în două părţi: prima parte 

include stările măsurabile   ,p  iar cea de-a doua include stările nemăsurate  .pn   

Deoarece C are rang de linie maxim, o transformare de coordonate poate fi găsită astfel 
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încât C să aibă forma  0pIC   [18]; Ip este matricea unitate de ordinul p. Sistemul de 

ecuaţii (1.1), în noile coordonate, se scrie [18] 

 
 
 

 
      ,

2

1

2

1

2221

1211 td
D

D
tu

B

B

tw

ty

AA

AA

tw

ty














































 (1.271) 

în care   1 pnw M  este vectorul părţii nemăsurabile. Cum perechea  AC,  este 

observabilă, rezultă că perechea  2212 , AA  este şi ea observabilă şi un observer de 

ordinul (n-p) se construieşte. Acesta este descris de ecuaţia [71] 

           ,tJdtHutGytFztz   (1.272) 

în care 

 .,,, 121211211222 LDDJLBBHLAAFLGLAAF   (1.273) 

 În cazul standard în care d(t) este disponibil pentru măsurători, matricea 

  ppnL  M  se alege astfel încât F  să aibă valorile proprii dorite în semiplanul stâng 

complex. După rezolvarea ecuaţiei matriceale (1.272), estimarea vectorului  tw , adică 

  ,ˆ tw  se face astfel [18] 

       .ˆ tLytztw   (1.274) 

În acest caz, d(t) nu este disponibil măsurătorilor; observerul poate fi implementat dacă 

şi numai dacă există o matrice L care să îndeplinească simultan condiţiile 

 .stabila matrice este,0 112212 LAAFLDDJ   (1.275) 

Calculul matricei L este posibilă dacă     .;rangrang mpmDCD   În acest caz [18], 

  ,1112
  DDIKDDL p  (1.276) 

unde K  este matrice aleasă aleator de ordinul   ppn   şi 1D  matrice cu rang de 

coloană maxim. Deoarece K  matrice aleasă aleatoriu, nu este posibilă, în general, 

fixarea (alegerea) valorilor proprii pentru matricea F şi, de aceea, se face o modificare 
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a matricei prin intermediul unei matrice ortogonale nnS  M  astfel încât [70] 

  ,
0

212
12

1
12

12
1

1 KKKS
A

A
SA

D
SD T 

















  (1.277) 

unde  nmD M1  matrice nesingulară, 1
12A  are m  linii, 1K  are m  coloane. Conform 

[84], matricea F se obţine astfel 

 ,2
1221 AKFF   (1.278) 

cu 

    ;1
12

1

12221 ADDAF


  (1.279) 

2K  matrice aleasă arbitrar. 

 1.6.2.3. Proiectarea observerelor cu ordin redus cu reconstrucţia     

intrărilor necunoscute  

 Şi în acest caz, vectorul de stare se împarte în două părţi [19]: o parte asociată 

intrărilor necunoscute şi o altă parte ce depinde de intrările cunoscute ale sistemului în 

cauză. Sistemul (1.1) este echivalent cu [18] 

 










,

,

xCy

dDuBxAx
 (1.280) 

unde    DNT  matrice nesingulară cu   ,mnnN M  

   ,21
TTT xxTxTx   (1.281) 

  1
2

1
1 ,   mmn xx MM  şi 

 

   .,
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 (1.282) 

Sistemul de ecuaţii (1.280) este echivalent cu 
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.

,
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22221212

12121111

xCxCy

dIuBxAxAx

uBxAxAx

m




 (1.283) 

2x  depinde de intrarea necunoscută   ,td  în timp ce 1x  nu depinde de aceasta; este, 

deci, mai convenabil să estimăm 1x  în loc să estimăm ;2x  sistemul de ecuaţii devine 

 










.

,

2211

12121111

xCxCy

uBxAxAx
 (1.284) 

 În continuare, se presupune că există o matrice nesingulară 

  ;QCDU   (1.285) 

  1.  UQ mppM  se partiţionează după cum urmează [18]: 

   ,21
1 TTT UUU    (1.286) 

cu   UUU pmppm ., 21
  MM  şi 1U  trebuie să îndeplinească condiţia 
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 Înmulţind la stânga cu ,1U  membru cu membru, a doua ecuaţie (1.284) se 

obţine 

 

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

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,

,

2221122

2211111

xCUxCUyU

xCUxCUyU
 (1.288) 

sau, ţinând cont de (1.287), adică 

 







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ICDUCU m  (1.289) 

rezultă [18] 

 ., 1222111 xCNUyUxxCNUyU   (1.290) 
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 Din prima ecuaţie (1.290) rezultă 

 .1112 xCNUyUx   (1.291) 

 Aşadar, determinarea lui 2x  se face după ce se determină .1x  Înlocuind 2x  cu 

foma (1.291) în sistemul de ecuaţii (1.284), rezultă [18] 
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 (1.292) 

sau 
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echivalentă cu 
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unde 

 .,
~
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~

2211121112111 yUyCNUCUAECNUAAA   (1.295) 

 În obţinerea celei de-a doua ecuaţii (1.294) s-a folosit a doua ecuaţie (1.293), 

înmulţită la stânga cu ,2U  precum şi ecuaţiile (1.289). Astfel, 

     .
~

11112211221

0

221122

2

xCyxCUyUxCNUCUyUCUxCUyU
CNU





 (1.296) 

 Sistemul pentru care se doreşte construcţia unui observer de stare cu ordin redus 

este sistemul (1.294). Construcţia observerului este posibilă dacă perechea  11

~
,

~
CA  este 

observabilă [18]. Din a doua ecuaţie (1.294) rezultă ,1xCNy   care, înlocuită în prima 

ecuaţie (1.294), conduce la ecuaţia observerului cu ordin redus 

   ,
~ˆ~~ˆ

11111 yLuBxCLAx   (1.297) 
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în care 

 ;
~

12 ELUL   (1.298) 

matricea L  se calculează impunând valori proprii dorite pentru matricea  .~~
11 CLA   

 Ecuaţia matriceală diferenţială (1.297) are ca soluţie vectorul 1x̂  şi apoi, cu 

ecuaţia (1.291), se calculează 

 .ˆˆ
1112 xCNUyUx   (1.299) 

 Vectorul de stare estimat x̂  se află prin concatenarea vectorilor 1x̂  şi ,ˆ
2x  iar 

vectorul de stare x̂  se determină astfel [18]: 

   ;ˆˆˆˆ 21

T
TT xxTxTx   (1.300) 

vectorul aproximat al intrărilor necunoscute   td  se determină din ecuaţia (1.283) 

 .ˆˆˆˆ
22221212 uBxAxAxd    (1.301) 

În ecuaţia (1.301) 2x̂  se înlocuieşte cu forma din ecuaţia (1.299), iar 2x̂
  se înlocuieşte cu 

   .~ˆ~~ˆˆ
1111111112 yLuBxCLACNUyUxCNUyUx  




  (1.302) 

După efectuarea tuturor calculelor se obţine [18] 

 ,ˆˆ
32111 uGyGxGyUd    (1.303) 

unde 

 
.,

,

21131221121212

122211111121211

BBCNUGUAUACNUCNLUUG

CNUAAACNUCNUACNUCNCNLUUG




 (1.304) 

Observerul cu ordin redus se poate construi dacă sunt îndeplinite simultan condiţiile 

         .0ReC,,rang;rangrang 1211 






 
 ss

s
n

CDCN

AAI
DCD n  (1.305) 
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A doua condiţie (1.305) este echivalentă cu observabilitatea perechii  11

~
,

~
CA  [84]. 

Algoritmul Boubaker 

Pasul 1: Se alege o matrice  mnnN  M astfel încât matricea  DNT   să fie 

inversabilă. Se verifică condiţia necesară     .rangrang DCD   

Pasul 2: Se calculează matricele DCBA ,,,  cu ecuaţia (1.282) şi apoi se partiţionează 

aceste matrice; rezultă .,,,,,,, 212122211211 CCBBAAAA  

Pasul 3: Se alege arbitrar o matrice  mppQ  M  şi se formează matricea  QCDU   

care trebuie să fie inversabilă, cu inversa   TTT UUU 21
1   ce îndeplineşte condiţia 

(1.287); rezultă matricele 1U  şi .2U  

Pasul 4: Se calculează 111

~
,,

~
CEA  cu ecuaţia (1.295). 

Pasul 5: Se verifică dacă perechea  11

~
,

~
CA  este observabilă. În caz contrar observerul 

de stare cu ordin redus nu se poate construi. 

Pasul 6: În cazul în care  11

~
,

~
CA  este observabilă, se construieşte observerul de stare 

cu ordin redus (1.297), în care L  se calculează impunând valori proprii în semiplanul 

stâng complex pentru matricea ,
~~

11 CLA   iar L
~

 se calculează cu ecuaţia (1.298). 

Pasul 7: Se determină 1x̂  şi apoi 2x̂  cu ecuaţia (1.299). Estimarea vectorului intrărilor 

necunoscute  d̂  se face cu ecuaţia (1.303); u şi y se cunosc. Matricele 21, GG  şi 3G  din 

ecuaţia (1.303) au fost calculate, în prealabil, cu ajutorul relaţiilor (1.304). 

Pasul 8: Vectorul de stare estimat x̂  se determină cu (1.300) în funcţie de 1x̂  şi .ˆ
2x  

 Un alt observer pentru estimarea stării şi, în acelaşi timp, a intrărilor necunoscute 

(algoritm conceput de autorul lucrării) este prezentat în continuare. Proiectarea obser-

verului presupune combinarea algoritmului Boubaker [18] şi a algoritmului Hou & 

Muller [84]. Şi de această dată, vectorul de stare se împarte în două [19]: o parte 

asociată intrărilor necunoscute şi o alta ce depinde de intrările necunoscute. 

 Se consideră mişcarea aeronavei descrisă de ecuaţiile de stare-ieşire (1.245) în 
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care .,,,;,,, 1111 snnmpnnnmspn DCBAydux   MMMMMMMM  Se alege 

o matrice   ,snnN  M  astfel încât matricea  DNT   să fie nesingulară. Se face 

schimbarea de coordonate (1.281) cu   ., 1
2

1
1

  mnm xx MM  Sistemul ecuaţiilor de 

stare devine de forma (1.280), în care [18] 

  ;,
0

,, 21
1

2

11

2221

12111 CCCTC
I

DTD
B

B
BTB

AA

AA
ATTA

s



























   (1.306) 

          ,,,,,, 2122211211
pmnpmmnmnmmnmnmmm BBAAAA   MMMMMM  

 ., 21
mnmmm CC   MM  Aşadar, dinamica sistemului devine 

 
















.

,

,

2211

22221212

12121111

xCxCy

dIuBxAxAx

uBxAxAx

m




 (1.307) 

 Algoritmul funcţionează în continuare dacă matricea 2C  are rang de coloană 

maxim. În acest caz, această matrice se scrie [84], [168] 

 ,
0 2

2
22

TK
R

HC 







  (1.308) 

unde 
        ;,, 222

mnmnmnmnnm KRH   MMM  întrucât matricea nulă din ecuaţia 

(1.308) este   ,0 mnm   rezultă o condiţie necesară pentru construirea observerului 

 .0 mnmn   (1.309) 

În ecuaţia (1.308), matricea 2H  este matrice ortogonală  ,22 m
T IHH   iar matricea R2 

trebuie să fie nesingulară.  

 În continuare, se partiţionează matricea H2 astfel [84], [168]: 

  ;22212 HHH   (1.310) 

  ., 2221
mmmnm HH   MM  Dacă se face notaţia [84] 
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 ,
2

1

22

21
2 



















y

y
y

H

H
yHy

T

T
T  (1.311)   

a treia ecuaţie (1.307) devine 

 .
0 22

2
211 xK

R
HxCy T









  (1.312) 

Se înmulţeşte această ultimă ecuaţie la stânga cu TH 2  şi rezultă 

        
22

2
11

22

21

22

21
22

2
221122 00

xK
R

xC
H

H
y

H

H
xK

R
HHxCHyH T

T

T

T

T
T

I

TTT

m







































 (1.313) 

echivalentă cu 

 







,

,

112

22211211

xCy

xKRxCHy TT

 (1.314) 

unde  

 .1221 CHC T  (1.315) 

 Ţinând cont de expresia 

    ,0 1211 yGyyyIy TTTT
mn    (1.316) 

din prima ecuaţie (1.314) se scrie [84] 

        










 

11212
1

2211211
1

222 xCHyHGKRxCHyKRx T

y

TTTTT  (1.317) 

echivalentă cu  

  ;112
1

222 xCyHGRKx TT    (1.318) 

în ecuaţia de mai sus s-a ţinut cont de 

   ,1
22

1
22

  RKKR T  (1.319) 

întrucât K2 este matrice ortogonală, dar şi de relaţia 
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   .0 21
22

21
2

T
T

T

mn
TT H

H

H
IHG 








   (1.320) 

În continuare, se introduce 2x  cu forma (1.318) în prima ecuaţie (1.307) şi rezultă [84] 

   yHGRKAuBxCHGRKAAx TTTT
2

1
22121112

1
2212111

   (1.321) 

sau 

 ,
~~~

11111 yEuBxAx   (1.322) 

în care 

 .
~

,
~

,
~

2
1

221211112
1

2212111
TTTT HGRKAEBBCHGRKAAA    (1.323) 

 Pentru estimarea vectorului 1x  se construieşte un observer de tip Luenberger 

bazat pe ecuaţia (1.321). Acest observer poate fi construit dacă şi numai dacă perechea 

 11 ,
~

CA  este observabilă [84], [168]; ecuaţia asociată observerului este 

     .
~~ˆ~ˆ

11221111 uByELHxLCAx T   (1.324) 

 În proiectarea observerului s-a avut în vedere faptul că ;22211 yLHyLxLC T  

matricea L  se alege astfel încât matricea 11

~
LCA   să fie stabilă. Din ecuaţia (1.324) se 

determină 1x̂  şi apoi, cu ecuaţia (1.318), rezultă 

  ;ˆˆ
112

1
222 xCyHGRKx TT    (1.325) 

vectorul intrărilor necunoscute d se obţine din ecuaţia (1.307) astfel: 

 ,ˆˆˆˆ
22221212 uBxAxAxd    (1.326) 

în care 2x̂
  are forma 

 

    .~~ˆ~

ˆˆ

11122111112
1

22

2
1

22

)324.1(

112
1

222

uBCyELHCxLCACHGRK

yHGRKxCyHGRKx

TTT

TTTT








 



 





 (1.327) 
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Din ecuaţiile (1.326) şi (1.327) rezultă una dintre formele 

  
    uBBCHGRKxCHGRKAALCACHGRK

yHGRKAELHCHGRKyHGRKd
TTTTTT

TTTTTTT

2112
1

22112
1

2222211112
1

22

2
1

222212212222
1

22

~ˆ~

~ˆ






 
(1.328) 

 ,ˆˆ
41321 uUxUyUyUd    (1.329) 

unde 

 
 
 

.
~

,
~

,
~

,

2112
1

224

12
1

2222211112
1

223

2
1

222212212222

2
1

221

BBCHGRKU

CHGRKAALCACHGRKU

HGRKAELHCHGRKU

HGRKU

TT

TTTT

TTTTT

TT

















 (1.330) 

Observaţii 

Observerul de stare prezentat anterior estimează starea sistemului  ,x̂  dar estimează şi 

intrarea necunoscută a sistemului (d). Vectorul x̂  se află prin concatenarea vectorilor 

1x̂  şi ,ˆ
2x  iar vectorul de stare estimat x̂  se determină cu formula (1.300). Condiţiile 

necesare pentru construcţia observerului cu ordin redus sunt: 

a)    ;rangrang DCD   

b) perechea  11 ,
~

CA  este observabilă; 

c) n>m (numărul stărilor sistemului este mai mare ca numărul ieşirilor); 

d) matricea R2 - nesingulară, iar matricea H2 - ortogonală; 

e) matricea 2C  are rang de coloană maxim. 

 Condiţiile a) şi c) se îndeplinesc uşor prin alegerea convenabilă a matricei C 

(implicit a vectorului de ieşire y); condiţiile b), d) şi e) se îndeplinesc prin alegerea 

convenabilă a matricei N. Cu alte cuvinte, alegând convenabil matricea C (implicit 

vectorul de ieşire y) şi matricea N până când condiţiile b), d) şi e) sunt îndeplinite, toate 

cele 5 condiţii necesare pentru proiectarea observerului vor fi îndeplinite.  

 În cele ce urmează, sunt prezentaţi paşii algoritmului pentru proiectarea observe-

rului cu ordin redus (ALGLIN) prezentat anterior. 
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Algoritmul ALGLIN 

Pasul 1: Se verifică dacă    DCD rangrang   şi ;mn   în caz contrar, pentru ca 

algoritmul să poată fi folosit, se aleg alte ieşiri ale sistemului (altă matrice C ) până la 

satisfacerea celor două condiţii. 

Pasul 2: Se alege o matrice N  şi se construieşte matricea nesingulară  .DNT    

Pasul 3: Se face schimbarea de coordonate (1.281) şi se calculează matricele 

;,,, DCBA  aceste matrice sunt partiţionate şi se obţin .,,,,,,, 212122211211 CCBBAAAA  

Pasul 4: Se verifică dacă 2C  are rang de coloană maxim; în caz contrar ne întoarcem la 

pasul 2 şi se reiau paşii 2-4 până la satisfacerea acestei condiţii. În cazul în care 2C  are 

rang de coloană maxim, această matrice se scrie sub forma (1.308); rezultă, deci, 

matricele 22 , RH  şi .2K  Alegerea celor trei matrice se face până când se obţine o 

matrice ortogonală 2H  şi o matrice nesingulară (inversabilă) .2R  

Pasul 5: Se partiţionează matricea 2H  conform ecuaţiei (1.310), rezultând astfel 

matricele 21H  şi .22H  

Pasul 6: Se calculează matricea 1C  utilizând ecuaţia (1.315). 

Pasul 7: Se calculează matricele 11

~
,

~
BA  şi 1

~
E  cu ecuaţia (1.323). Se verifică dacă 

perechea  11 ,
~

CA  este observabilă. În caz afirmativ, se trece la pasul următor; în caz 

contrar, ne întoarcem la pasul 2 şi se reiau paşii 2-7 până la satisfacerea tuturor 

condiţiilor necesare. 

Pasul 8: Se proiectează observerul de tip Luenberger descris de ecuaţia (1.324); 

matricea L  se alege astfel încât matricea 11

~
LCA   să fie stabilă (se impun valori 

proprii dorite în semiplanul stâng complex pentru matricea 11

~
LCA  ). Estimatorul de 

stare cu ordin redus estimează vectorul ,1x  furnizând, deci, estimarea acestuia  .ˆ
1x  

Pasul 9: Se calculează 2x̂  în funcţie de ,ˆ
1x  aflat la pasul anterior, şi de ieşirea 

sistemului y (ecuaţia (1.325)). 

Pasul 10: Se calculează matricele 4321 ,,, UUUU  (ecuaţia (1.330)) şi apoi se estimează 
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vectorul intrărilor necunoscute d̂  utilizând relaţia (1.329). 

Pasul 11: Se determină x̂  prin concatenarea vectorilor 21
ˆ,ˆ xx  şi apoi se determină 

vectorul de stare estimat x̂  ecuaţia (1.300). 

 Algoritmul ALGLIN se validează pentru cazul mişcării longitudinale a unui 

mini-UAV [193]. Ecuaţia de stare presupune 6 variabile de stare şi 2 mărimi de 

comandă (bracajele profundorului şi comanda aplicată motorului prin intermediul 

manetei de gaze). Astfel, ecuaţia de stare asociată sistemului cu 2 intrări necunoscute 

este de forma (1.245) cu  

     

   

;
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 (1.331) 

unde zx VV ,  sunt componentele orizontală respectiv verticală ale vitezei UAV-ului, 

y  viteza unghiulară de tangaj,   unghiul de tangaj, H  altitudinea de zbor, 

e  viteza unghiulară de rotaţie a elicei aparatului de zbor,  p  bracajul profun-

dorului şi δI - comanda aplicată motorului prin intermediul manetei de gaze. 

Programul Matlab din anexa A1.6 reprezintă implementarea software a procedurii 

de construcţie a estimatorului de stare ALGLIN. Modelul Matlab/Simulink din fig. 

1.27 este utilizat în cadrul programului din anexă pentru obţinerea caracteristicilor de 

timp din fig. 1.28 (erorile de estimare a variabilelor de stare cu estimatorul de stare 

ALGLIN pentru u=0) şi caracteristicile de timp din fig. 1.29 pentru legea de comandă 

xu ˆK  ( K  calculată cu algoritmul ALGLX [157]); aceste caracteristici exprimă 

variabilele de stare )(txi  cu linie continuă şi )(ˆ txi  cu linie întreruptă, .6,1i  
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Fig. 1.27. Modelul Matlab/Simulink al observerului ALGLIN 
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Fig. 1.28. Erorile de estimare a stării estimatorului ALGLIN  0K   
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Fig. 1.29. Variabilele de stare )(txi  şi )(ˆ txi  - mişcarea longitudinală  0K   
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Parcurgând pas cu pas algoritmul ALGLIN se obţin matricele 
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00143.6771.22-

0052.2822.47-

,
00.24-

00.09-
,

001000

000100

000010

000001

,

389403.09.007.1

006.04.005.0

10007.09.116.0

010601.14.01

046.03.06.01.0

000.700.62.2-

222
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




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



























 LKHT
T  

1.7. TEHNICI DE PROIECTARE A OBSERVERELOR 

NELINIARE 

1.7.1. CHESTIUNI GENERALE 

 Teoria pentru proiectarea observerelor neliniare este departe de a fi atât de 

dezvoltată ca cea pentru sistemele liniare. Aplicarea teoriei observerelor şi la sistemele 

neliniare a avut succes; ca dovadă - filtrul Kalman extins pentru sistemele neliniare. 

Alte observere neliniare au fost proiectate de Thau în 1973 [224], Baumann şi Rugh în 

1986 [8], Krener [129], Zeitz [244] etc. 

 Se consideră sistemul [197] 

     ,, xhyxfx   (1.332) 

unde  nRx   este vectorul de stare, pRy   este vectorul de ieşire, iar f  şi h  funcţii 

neliniare. Se poate încerca metoda de proiectare a observerelor liniare şi în cazul 

observerelor neliniare. Astfel, ecuaţiile asociate observerului neliniar sunt [197] 

       ,ˆ,ˆˆˆ xhyyyLxfx   (1.333) 

unde nRx ˆ  este vectorul de stare estimat,  pRŷ  vectorul de ieşire estimat, iar 

pnRL   este matricea de amplificare a observerului (cea care trebuie determinată). 

 Alegând ca eroare a observerului 

 ,ˆ xxe   (1.334) 
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se calculează e  şi se obţine [197] 

         .ˆˆˆ xhxhLxfxfxxe    (1.335) 

 Dinamica erorii este neliniară; deoarece stabilitatea unui sistem liniarizat într-un 

punct fix implică stabilitatea sistemului neliniar corespunzător în punctul considerat, se 

va încerca liniarizarea dinamicii erorii în punctul fix 0e  [197] 

 
        

          ,2






























x
x

h
Lx

x

f
eeOx

x

h
Lx

x

f
ee

xhexhLxfexfe





 (1.336) 

unde    ,x
x

f


  respectiv  x

x

h




 reprezintă matrice Jacobi. 

 Considerând  

     ,, 2121
T

q
T

m hhhhffff    (1.337) 

matricele Jacobi ( fJ  şi hJ ) sunt 

   ,
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2

1

1

1
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
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







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
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



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
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




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f
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 (1.338) 

respectiv, 

   .

21
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2

1

1
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

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






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






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











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

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



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x

h

x

h

x

h

x

h

x

h

x
x

h
J







 (1.339) 

 Din păcate, derivata erorii ( e  ecuaţia (1.336)) este funcţie de vectorul de stare 

x  ce trebuie estimat şi nu este o cantitate fixă (vectorul x  este un vector necunoscut). 

Aşadar, este nevoie de o altă metodă [197]. 
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1.7.2. METODE BAZATE PE TEORIA LYAPUNOV 

 În proiectarea observerelor bazate pe teoria Lyapunov se utilizează următoarele 

2 teoreme [197]: 

 Teorema 1 

 Se consideră sistemul neliniar (1.332), observerul neliniar (1.333) şi dinamica 

erorii (1.335); dacă există o matrice constantă mnRL   pozitiv definită şi o matrice 

simetrică mnRP   astfel încât 

       ,,0 xx
x

h
Lx

x

f
P 










  (1.340) 

atunci sistemul (1.333), cu matricea L  satisfăcând ecuaţia (1.340) şi cu estimarea 

iniţială   ,ˆ 0tx  este un observer exponenţial pentru sistemul (1.332) şi 

           ,expˆˆ 02001 tttxtxtxtx   (1.341) 

cu  21 ,  constante pozitive. 

 Pentru demonstraţie [197], se consideră funcţia Lyapunov 

   PeeeV T  (1.342) 

şi se calculează 

            .ˆˆ22  xhxhLxfxfPeePeeV TT   (1.343) 

Se consideră curba 

      ;1,0,1ˆ  txtxttc  (1.344) 

în 0 şi 1 funcţia  tc  ia valorile ,x  respectiv ;x̂  se obţine 

               .dˆ1ˆdˆ
1

0

1

0

txxxtxt
x

f
ttctc

x

f
xfxf  








  (1.345) 

Analog, 
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          ;dˆ1ˆˆ
1

0

txxxtxt
x

h
xhxh  




  (1.346)  

rezultă una din formele echivalente [197]  

                   txxxtxt
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h
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  (1.347) 
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textxt
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h
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x

f
PePeeV
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  



 (1.348) 

Aşadar, 0e  este punct de stabilitate globală [197]. 

 Teorema 2 

 Se consideră sistemul neliniar 

     .00,  fxfx  (1.349) 

Dacă    xx
x

f





,0  (adică matricea Jacobi asociată lui f  şi x  este negativ definită 

pentru orice vector de stare x ) 0 x  este punct asimptotic stabil pentru sistemul 

(1.349) [197]. Thau, în 1973, a construit un observer neliniar pentru estimarea stării 

sistemelor [8] 

   ,, CxyxfAxx   (1.350) 

 fRyRx pn ,,  funcţie continuă şi neliniară, ., npnn RCRA    Se presupune că 

  AC,  pereche observabilă. Acest lucru ne permite să găsim o matrice pnRL   

astfel încât valorile proprii ale matricei LCA   să se afle în semiplanul stâng 

complex. Observerul se construieşte astfel [8], [197]: 

     .ˆˆ,ˆˆˆˆ xCyyyLxfxAx   (1.351) 
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Fie ;ˆ xxe   rezultă  

               .ˆˆˆ xfexfeLCAexfAxyyLxfxAe    (1.352) 

 Stabilitatea liniară implică stabilitate neliniară în vecinătatea punctului fix. În 

acest caz, punctul fix asociat ecuaţiei (1.351) este 0e  [197]. Dacă f  nu are termeni 

neliniari, alegând L  astfel încât matricea  LCA   să fie stabilă, se asigură 

convergenţa .0e  Dar f(x) este funcţie neliniară; deci, stabilitatea matricei  LCA   

nu mai este suficientă. Cum    LCA  matrice stabilă  pentru orice matrice 

nnRQ   pozitiv definită există o matrice pozitiv definită nnRP   astfel încât [197] 

     .2QLCAPPLCA T   (1.353) 

Fie   .PeeeV T  Derivata funcţiei Lyapunov  eV  este 

       .22 xfexfPeQeeePePeeeV TTTT    (1.354) 

Trebuie ca   ;0eV  de aceea se impune ca f  să fie Lipschitz în origine, adică să 

existe o constantă pozitivă M  astfel încât 

     ,2121 xxMxfxf   (1.355) 

pentru orice 21, xx  aflate într-o vecinătate W  a originii. Dacă e  se află în ,W  sunt 

valabile inegalităţile 

        ,2222
2

maxmin ePMQePeMQeeeV T   (1.356) 

unde σmin(Q) este valoarea singulară minimă a lui Q, iar σmax(P) este valoarea singulară 

maximă a lui P [197]. 

 Astfel, dacă 

     ,/ maxmin MPQ   (1.357) 

rezultă 0e  este punct de echilibru stabil şi .ˆ xx   
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 Teoremele anterioare furnizează condiţii suficiente pentru un observer asimptotic 

stabil, dar satisfacerea teoremelor nu constituie o procedură constructivă pentru 

determinarea matricei .L  Alegerea lui L  pentru satisfacerea teoremelor este un proces 

dificil şi chiar imposibil pentru sisteme de ordin mare [197].  

1.7.3. DIVERSE TIPURI DE OBSERVERE NELINIARE 

 1.7.3.1. Observere Krener & Isidori 

 Observerul următor a fost proiectat de către Krener & Isidori în 1983. Acesta 

este un observer nelinair asociat unui sistem de forma [138], [185]: 

     ,,, xhyuxfx   (1.358) 

unde vectorul de stare,   mRtu   este vectorul intrărilor şi    pRty  vectorul ce 

conţine ieşirile sistemului. Krener & Isidori au proiectat un estimator de stare neliniar 

folosind transformările 

    ;, ywxz   (1.359) 

cu acestea, ecuaţiile de stare ce descriu sistemul devin [138], [185] 

   .,, CzwuyBuAzz   (1.360) 

După liniarizarea sistemului, se proiectează observerul [185] 

     ,ˆ,ˆˆ zCwLuyBuzAz   (1.361) 

unde    uy,  termen de „injecţie”, L  matricea de amplificare a observerului, ẑ  

estimarea vectorului ;z  s-a presupus că perechea  CA,  este observabilă. Dinamica 

erorii sistemului este 

   ,eLCAe   (1.362) 

unde  
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 .ˆ zze   (1.363) 

 1.7.3.2. Observere Kazantzis & Kravaris 

 Se consideră o clasă de sisteme neliniare [128] 

     ,, xhyxfx   (1.364) 

cu  mnnn RRyRRf :,:  câmpuri de vectori. Originea  0x  este punct de 

echilibru     .000  hf  Metoda va determina o transformare de stare neliniară care 

să transforme dinamica observerului într-una liniară. Transformarea neliniară  xz   

se alege astfel încât [185] 

  .yAzx
xt

x

x
z 












   (1.365) 

 Transformarea neliniară  x  trebuie să verifice ecuaţia [128] 

           .yAzxhxAxfx
x





 (1.366) 

Fie F  matricea Jacobi asociată câmpului  xf  cu valorile proprii niki ,1,  . Fie, de 

asemenea, matricea nn   

     ;001















x

h

x

h
H m  (1.367) 

rangul matricei  1nHFHFH   este .n   

 Din teorema auxiliară a lui Lyapunov [185], rezultă 

     .,, wxwx
x

w





 (1.368) 

Considerând valabilă ecuaţia (1.368), se consideră cazul liniar 

     ,,,, BHxAwwxFxwx   (1.369) 

unde   



 HAF
x

,,;0  matrice constante. Soluţia unică a ecuaţiei (1.366) este 
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 ,Txw   (1.370) 

unde T este soluţia ecuaţiei [185] 

 .BHATTF   (1.371) 

 Considerând  xz   soluţia inversabilă a ecuaţiei (1.366), observerul se 

construieşte astfel [128], [185]: 

          .ˆˆ
ˆ

ˆˆ
1

xhyx
x

xfx 










  (1.372) 

Ecuaţia asociată erorii observerului este (1.363), iar dinamica erorii este [185] 

           .ˆˆ
d

d
eAxxAxx

t
e   (1.373) 

 1.7.3.3. Observere Yannick Morel 

 Se consideră sistemul de forma 

          ,,, tCxtyttxftx   (1.374) 

unde  .0,,2/,, pmm
mn ICmnpnmRyRx   Din cele n variabile de stare, 

primele m vor fi măsurate, urmând ca p=n-m variabile de stare să fie estimate [178]. 

 Scopul proiectării acestui observer [178] este reconstrucţia întregului vector de 

stare x(t) folosind informaţiile furnizate de y(t) şi de cunoaşterea parţială a membrului 

drept a primei ecuaţii (1.374). Astfel, 

    txty 1  (1.375) 

reprezintă vectorul de ieşire al sistemului (vectorul ce conţine variabilele de stare direct 

măsurabile), iar vectorul de stare x(t) se împarte în două părţi: vectorul    mRtx1  

vectorul variabilelor de stare direct măsurabile şi vectorul    mnRtx2  vectorul de 

stare ce urmează a fi estimat prin intermediul observerului Yannick Morel [178];  

        .21
TTT txtxtx   (1.376) 
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În aceste condiţii, dinamica sistemului devine 

       ttxtxftx ,, 2111   (1.377) 

cu               .,,,;000 2111 ttxCfttxtxfyCxx   

 Condiţia de observabilitate a sistemului este [178] 

  
.

,,
rang

2

211 p
x

txxf











  (1.378) 

Din (1.374) şi (1.377) rezultă 

        .0,, 21  ttxtyfty  (1.379) 

Conform teoremei din [136], dacă este îndeplinită condiţia (1.378), există o funcţie 

unică pmm RRRRg :  astfel încât   ;,, 2xtyyg   a lucra însă direct cu funcţia 

g(·) nu reprezintă o soluţie viabilă pentru construcţia observerului care să estimeze x2 .  

 În aceste condiţii, se va lucra indirect cu funcţia g(·). Astfel, se va construi 2x̂  

(estimarea lui 2x ) ce va converge într-o vecinătate a lui     .,, ttytyg   Pentru că 

semnalul  ty  nu se măsoară, el se va estima folosindu-se y(t) (semnal măsurabil) şi, 

eventual, un estimator al derivatei ca cele din [36] şi [238]. Se calculează   ,ˆ1 tx  cu o 

formulă de tipul (1.377), înlocuindu-se  tx2  cu  tx2ˆ  şi adăugându-se în plus, în 

membrul drept, termenul –De1(t)  

          ,,ˆ,ˆ 12111 tDettxtxftx   (1.380) 

unde      .ˆ, 111 txtxteRD mm    

 Pentru o mai bună flexibilitate în procedura de proiectare, se va utiliza semnalul 

auxiliar   ,mRt   soluţie a ecuaţiei [178] 

            ,00,,ˆ, 121  ma tvttxtxWt  (1.381) 

unde   ,pmRtv   iar    pmm
a RW   este o funcţie aleasă astfel încât [178] 
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      mm
a RtxxW

x

txxf
txxW 














 ,ˆ,

ˆ
,ˆ,

,ˆ, 21
2

211
212  să fie nesingulară   .ˆ, 21

pm RxRx    

 Se construieşte      m
T

TT
a Rtvtxx 



22 ˆˆ   astfel încât   ;0lim 1 


te
t

 se folosesc 

notaţiile [178] 

        
.

,ˆ,
,ˆ,,

,ˆ,
,ˆ, 211

213
1

211
211 t

txxf
txxW

x

txxf
txxW











 (1.382) 

Se foloseşte, de asemenea, şi lema următoare [75]: 

 Lema 1 

 Fie  mmRSA,  matrice Hurwitz şi ,RR TQ

  unde mmR R  are rang maxim. 

Dacă 












T

T

AQ

SSA
H  nu are valori proprii pe axa imaginară, atunci   0 P  astfel încât 

 .0 PPSSQPAPA TT  (1.383) 

Dacă, în plus, perechea  R,A  este observabilă, atunci .0P   

 Proiectarea observerului Yannick Morel se bazează pe următoarea teoremă [178]: 

 Teorema 3 

 Se consideră sistemul descris de ecuaţiile (1.374) şi predictorul de stare (1.380). 

Se presupune că este disponibil un semnal continuu şi diferenţiabil  tz  astfel încât 

        ,tttytz    cu   .0,3/  t  În aceste condiţii,  tx2ˆ  este obţinut 

prin intermediul estimatorului de stare: 

                    
                    

                 ,ˆ0ˆ;,ˆ,,ˆ,

,ˆ,
2

1
,ˆ,,ˆ,

,ˆ,ˆ

2221321
1

2

2221121121
1

2

2221
1

11111
1

221
1

22

txItxttxtxWttxtxW

tePttxtxWttzttxtxWttxtxW

teAtzteteKPAAtePPttxtxWtx

apmpp

T

a














 

 

(1.384) 

unde mmRKAA ,, 21  sunt matrice Hurwitz,  te2  are expresia [178] 
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              ,,ˆ, 112112 tzteatttxtxfte 


 (1.385) 

iar  mmRPP 21,  soluţiile ecuaţiilor Riccati 

 ;0,0 211222222
2

111111  PAAPQAPPAPQAPPA TTT  (1.386) 

0111  RRQ T  şi 0222  RRQ T  se aleg astfel încât matricele 












T

m

AQ

IA
H

11

1
1  şi 














T

T

AQ

AAA
H

22

112
2  să nu aibă valori proprii pe axa imaginară, iar perechiile  11 , RA  şi 

 22 , RA  să fie observabile. În plus,  t  se obţine din ecuaţia (1.381) cu  

       ;ˆ0 2 txItv apmppm





  (1.387) 

matricea D se alege de forma [178]: .1
1 KPD   Demonstraţia teoremei precedente 

este prezentată în continuare [178]. Se calculează mai întâi  te1  şi se obţine 

        .,ˆ,,, 1
1

12112111 tKePtxxftxxfte   (1.388) 

Deoarece                     ;,ˆ,,ˆ, 112211112112 tzteAttetxxftzteAttxxfte   

înlocuind  txxf ,ˆ, 211  în (1.388), rezultă 

           .21
1

111 tteteKPAte    (1.389) 

Se calculează acum  te2  şi se obţine [178] 

          .,ˆ, 112112 tzteAttxxfte    (1.390) 

Ţinând cont de 

         

 
     3211

)384.2(

32
2

211
11

2112

2

2111

1

211211
211

ˆ0ˆ
,ˆ,

,ˆ,,ˆ,,ˆ,

d

,ˆ,d
,ˆ,

WtxIxWWx
x

txxf
xW

t

t

t

txxf

t

x

x

txxf

t

x

x

txxf

t

txxf
txxf

apmpp 

































(1.391) 

şi  
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                         ,ˆ0,ˆ,,ˆ, 221

)387.1(

21

)381.1(

txIttxtxWtvttxtxWt apmppmaa
   (1.392) 

se obţine succesiv [178] 

       

 
            

      
     aa

a

aappmapmpp

xWWzzWeeKPAAAzWxWxW

eeKPAAAzWxWxWeAtzteA

xttxtxWtxI
x

txxf
WxWe

223121
1

111132211

21
1

1111

)389.1(

322111111

2212
2

211
3112

ˆˆ

ˆ

ˆ,ˆ,0ˆ0
,ˆ,























 (1.393) 

Din prima ecuaţie (1.384) rezultă  

   ;
2

1
ˆ 322112221

1
11111

1
2

1
22













   WePWzWeAzeeKPAAePPWx T

a  (1.394) 

Eliminând ax2
̂  între ecuaţiile (1.393) şi (1.394) se obţine [178] 

 .
2

1
22112211

1
212 



   ePWWeAePPAe T  (1.395) 

Pentru a demonstra convergenţa estimatorului de stare, se consideră funcţia Lyapunov 

   22211121, ePeePeeeV TT   (1.396) 

cu  0, 21 PP  soluţiile ecuaţiilor (1.386). Se calculează derivata funcţiei Lyapunov şi 

se obţine succesiv [178] 

  

       

   
 
   ;

22
2

1
2

2

2
2

1
2

2

1
2

22

211222
2

111

11122221122

)386.1(

2221122

2112222221
2

1
2

11111111

12222112211
1

22211122

2222221121111111111

PAAPQePKKQe

PeAPeePWWPeQQPAAPe

PAAPPAPAeePPKKAPPAePe

APeePWWPeePPePWWAPe

eAPPAePeePeeKKeePAAPetV

TTTT

TTTTTT

TTTTTTT

TTTTT

TTTTTTTT









 









 















 







 (1.397) 

pentru obţinerea ecuaţiei (1.397) s-au avut în vedere relaţiile [178] 

   
  221122221122221122122

111111211112112

2

1

2

1
,

,,

ePWwPeePWWPeePAAPeAPe

ePPePeePeePeePe

TTTTTTTTTTT

TTTTTTTT







 






 


 (1.398) 
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Utilizând relaţia 

               CCABBACCABBACABCABBCA TTTTTTTTTT 2  (1.399) 

se obţin [178]  

   
   
    .2

,2

,2

221122221122221221122

221122221122221221122

1
2

111
2

11111111







TTTTTTTTTTTTTT

TTTTTTTTTT

TTTTTT

ePWWPeePWWPeePWePWWPe

ePAAPeePAAPeePAePAAPe

ePeePeePePPe

 (1.400) 

Cu acestea,  tV  devine 

   ,222111  eQeeQetV TT  (1.401) 

unde .11
TKKQQ   Este evident faptul că funcţia  tV  este negativă în afara 

domeniului   ,:, 22211121  eQeeQeee TT  lucru care demonstrază mărginirea perechii 

       0, 21  ttete  [52], [131]. 





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
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Fig. 1.30. Schema bloc a ansamblului sistem-observer-predictor 

 În cadrul teoremei 3 s-a presupus .2/nm   În cazul particular ,2/nm   

procedura de proiectare a observerului este mai simplă ( K  devine matricea nulă, 

  0ˆˆ 22  txx a  şi nu mai este necesară utilizarea vectorului ω(t)). 

 Schema bloc a ansamblului sistem-observer-predictor (Yannick Morel) este pre-

zentată în fig. 1.30.  
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 1.7.3.4. Observere optimale 

 Se consideră sistemul neliniar descris de ecuaţiile de stare [214] 

 
 
 







,,

,,,

vtxgy

Ewtuxfx
 (1.402) 

în care gf ,  sunt funcţii neliniare, wv,  procese aleatoare de tip zgomot alb. Sistemul 

anterior poate fi scris [214] 

 
 
 







,

,

vxxCy

EwBuxxAx
 (1.403) 

în care     EBxCxA ,,,  matrice. Acest observer optimal este o variantă simplificată a 

filtrului Kalman extins. Astfel, matricea de amplificare a observerului  xL  se calculează 

cu relaţia 

       ,1 RxCxPxL T  (1.404) 

în care  xP  este soluţia ecuaţiei Riccati [214] 

                 .01   TTT EQExPxCRxCxPxPxAxAxP  (1.405) 

 Observerul de stare optimal este construit pe baza ecuaţiilor 

      









.ˆˆ

,ˆˆˆˆˆ

xCy

BuxCyxLxxAx  (1.406) 

 După determinarea matricei de amplificare L  a observerului, se verifică dacă 

aceasta conduce la stabilitatea matricei    ;1CRPCALCA T   acest lucru este 

obligatoriu întrucât dinamica observerului este [214] 

   .ˆ eLCAxxe    (1.407) 

 O altă variantă presupune liniarizarea ecuaţiei (1.403) pentru a fi apoi folosit 

filtrul Kalman extins; dar, cu această metodă, stabilitatea globală nu este garantată 
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[214]. Pe de altă parte, performanţele observerului depind de alegerea matricelor Q  şi 

.R  Matricea R  poate fi obţinută scriind acest sistem într-o formă discretă şi utilizând 

apoi reprezentările în joasă şi înaltă frecvenţă.  

1.8. PROIECTAREA OBSERVERELOR ADAPTIVE 

1.8.1. PROIECTAREA OBSERVERELOR ADAPTIVE ROBUSTE 

PENTRU SISTEMELE NELINIARE UTILIZÂND NORMA H∞ 

 Observerele adaptive existente pot fi caracterizate de erori chiar şi în condiţiile 

în care erorile de estimare rămân mici. Acest lucru se datorează perturbaţiilor exterioare 

şi poate fi evitat prin utilizarea observerelor adaptive robuste. Observerul care este 

prezentat în continuare are drept condiţie de stabilitate o inegalitate liniară, iar amplifi-

carea observerului se alege prin rezolvarea uni probleme optimale convexe [124]. 

 Un observer adaptiv este atât un estimator de stare cât şi un mijloc de identificare 

a parametrilor. În aceste 2 scopuri, observerul adaptiv foloseşte fie un algoritm de 

identificare a parametrilor, fie algoritmi de estimare a stării. Algoritmii de identificare 

a parametrilor folosesc ieşirile sistemului şi starea estimată. Există numeroase 

observere adaptive ce sunt utilizate în cazul sistemelor neliniare [7], [169], [172]. De 

exemplu, pentru proiectarea unui observer adaptiv pentru un sistem neliniar cu o 

intrare şi o ieşire, sistemul iniţial trebuie adus la forma canonică în condiţiile mărginirii 

intrării şi stării [7]. În cazul intrărilor multiple şi a ieşirii unice, sistemul trebuie adus la 

forma canonică printr-o schimbare de coordonate [169], [172]. Alte observere adaptive 

pentru sistemele neliniare Lipschitz sunt formulate în [199] şi [38]. Observerele 

proiectate şi menţionate mai sus pot însă să nu funcţioneze corect în cazul unor 

perturbaţii mărginite. Aceste observere adaptive asigură convergenţa parametrilor către 

valorile lor dorite, însă, în cazul unor perturbaţii mici, arbitrare, parametrii pot avea 

deviaţii semnificative chiar dacă erorile de estimare rămân mici [101], [170]. Pentru a 

se evita acest lucru, au fost introduse câteva tehnici pentru modificarea structurii 

observerelor adaptive [64], [101], [170]. Dintre acestea se pot enumera: introducerea 
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operatorilor de proiectare [64], [101], [170] sau introducerea unui termen de legătură în 

legea parametrică de adaptare, acesta din urmă făcând ca derivata în timp a unei funcţii 

Lyapunov să rămână negativă atunci când un anumit parametru depăşeşte limita sa 

normală [101], [230]. O altă metodă de identificare parametrică este metoda H  ce 

foloseşte un filtru extern [133]. Se ştie că o perturbaţie mică produce o eroare de 

estimare mică în cazul în care filtrul este proiectat astfel încât să fie minimizată norma 

H  dintre perturbaţii şi erorile de estimare. 

 Metoda ce este prezentată în continuare este asociată proiectării unui observer 

adaptiv pentru sistemele neliniare afectate de perturbaţii cu normă limitată [124]. 

Metoda de proiectare se bazează pe analiza stabilităţii Lyapunov şi limitează norma 

H  dintre perturbaţii şi eroarea de estimare. Amplificarea observerului adaptiv este 

aleasă optimal prin rezolvarea problemei de minimizare a normei ,H  condiţia de 

stabilitate fiind transformată într-o inegalitatea matriceală liniară [124]. 

 Se consideră sistemul neliniar descris de ecuaţiile de stare 

 
   








,

,,,

Cxy

wuybuyAxx
 (1.408) 

în care perechea de matrice  CA,  este observabilă,   este vectorul parametrilor necu-

noscuţi, w  vectorul perturbaţiilor, iar   şi   sunt funcţii neliniare ce depind de 

intrare şi ieşire.  

 Se proiectează observerul neliniar adaptiv descris de ecuaţia [124] 

       ,ˆˆ,,ˆˆ xCyLuybuyxAx   (1.409) 

în care ̂  este vectorul parametrilor estimaţi, iar L - amplificarea observerului. Înlocuind 

y=Cx în ecuaţia (1.409) şi apoi scăzând din prima ecuaţie (1.408) ecuaţia (1.409), rezultă 

     ,, weuybeLCAe    (1.410) 

unde xxe ˆ  este eroarea de estimare a stării, iar 
ˆe  este eroarea de estimare 

parametrică. Făcând abstracţie de vectorul perturbaţiilor w, eroarea e scade către zero 
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dacă există matricele simetrice şi pozitiv definite P, Q şi o matrice de amplificare L 

care să satisfacă ecuaţia [124] 

     ,QLCAPPLCA T   (1.411) 

   LCACPb T ;  matrice Hurwitz (matrice pătratică construită folosind coeficienţii 

unui polinom, toţi minorii asociaţi acestei matrice fiind pozitivi).  

 Pentru obţinerea condiţiilor de stabilitate a observerului adaptiv robust se utili-

zează teoria Lyapunov. Relaţia dintre  tw  şi  te  este [124] 

       ,teCttw d  (1.412) 

unde     .,1
2

tt   Matricea de amplificare L  se determină utilizând următoarea 

teoremă [124]: 

 Teorema 4 

    t  ce satisface ecuaţia (1.412), există matricea de amplificare L  care 

stabilizează dinamica erorii (1.410) dacă există 0,,0  SPP T  astfel încât 

 ;0










IP

PCCPCSSCPAPA d
T
d

TTT

 (1.413) 

  este o constantă pozitivă aleasă arbitrar şi .TCPb   

 Demonstraţie 

 Se consideră funcţia Lyapunov [124] 

   ,, 1



  eePeeeeV TT  (1.414) 

unde 0 TPP  şi .0 T  Pentru stabilitate, derivata în timp a funcţiei 

Lyapunov trebuie să fie cel puţin negativă semi-definită   ;0, eeV  
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   

 
   

 ;11

11

11







































eeeee

ePwePeweLCAPePeLCAeV

eeeePwe

PewePbeeLCAPeePeLCAeV

eeeeePePeeV

TTT

TTTTTTT

TTT

TTTTTTT

TTTT











 (1.415) 

s-a făcut notaţia Ce  şi s-a ţinut cont de ,CPbPb TTT   deoarece .TCPb   

 Pentru actualizarea parametrică, se consideră următoarea lege adaptivă [124] 

 ;̂
Te  (1.416) 

  se alege astfel încât .0V  Înlocuind ecuaţia (1.416) în (1.415), V  devine 

     ,ˆˆ
  eePwePeweLCAPePeLCAeV TTTTTTT  (1.417) 

deoarece ,
T  întrucât   este o constantă. 

 În continuare, se înlocuieşte în ecuaţia (1.417)  eˆ  şi, ţinându-se cont de 

,  ee TT  se obţine relaţia [124] 

     
     .2 







TTTTTTT

TTTTTTTTT

eeePwePeweLCAPePeLCAeV

eeeeeePwePeweLCAPePeLCAeV




(1.418) 

Dacă se foloseşte inegalitatea [124] 

 ,2  
TTT eee  (1.419) 

rezultă [124] 

             ; 
TTTTTTT eePwePeweLCAPePeLCAeV  (1.420) 

în partea stângă a inegalităţii anterioare se adaugă şi se scade αV, unde α>0, şi se obţine  

 
   

.1



 



eePeeeePwe

PeweLCAPePeLCAeVV
TTTTT

TTTT
 (1.421) 

 Considerând că ,0



 T

T

VV  derivata în timp a funcţiei 
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Lyapunov  V  este negativă dacă şi numai dacă 

    .01  


 eePeeeePwePeweLCAPePeLCAe TTTTTTTT (1.422) 

Din ecuaţia (1.412), ţinând cont de   ,1
2
 t  se obţine [124] 

 eCCewwCeweCw d
T
d

TTT
d

TT
d  ,  (1.423) 

sau 

   ,0 eCCeww d
T
d

TT  (1.424) 

în care   este o constantă pozitivă. Din ecuaţiile (1.422) şi (1.424), rezultă  

 
   

  ;01 






 eCCewweeeePee

PwePeweLCAPePeLCAe

d
T
d

TTTTT

TTTTT

 (1.425) 

constanta   se alege suficient de mare astfel încât 

      .1



  eeeePeePwePeweLCAPePeLCAeeCCeww TTTTTTTT

d
T
d

TT  (1.426) 

Ecuaţia (1.425) se scrie sub forma matriceală 
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00

0

0
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
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



















































 e

w

e

IP

PCCP

e

w

e d
T
d

T

 (1.427) 

în care 

 
     

  .CSSCPAPACPLPAPLCPA

PLCPAPLCALCAPPLCA
TTT

SS

TTT

TTTT

T




 (1.428) 

Întrucât vectorul   Tewe   este oarecare, condiţia (1.427) este echivalentă cu 

 0

00

0

0

1

























IP

PCCP d
T
d

 (1.429) 

sau, ţinând cont de (1.428), ecuaţia (1.429) capătă forma [124] 
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 .0

00

0

0

1

























IP

PCCPCSSCPAPA d
T
d

TTT

 (1.430) 

În cazul în care se alege ,1  rezultă 01  


 eeee TT  şi (1.425) devine 

      0 eCCewwPeePwePeweLCAPePeLCAe d
T
d

TTTTTTTT  (1.431) 

sau, sub formă matriceală, 

 0


























w

e

IP

PCCP

w

e d
T
d

T

 (1.432) 

echivalentă cu [124] 

 .0










IP

PCCPCSSCPAPA d
T
d

TTT

 (1.433) 

 Condiţia (1.433) asigură convergenţa către 0 a erorilor e  şi ;e  deci, erorile 

estimării stării şi estimării parametrice  ee ,  sunt foarte puţin afectate de eventualele 

perturbaţii exterioare. Din ecuaţia PLS T  se determină matricea de amplificare L  a 

observerului. Astfel, 

   .1111 TTTTT SPLSPSPLLSP    (1.434) 

 În cele ce urmează se prezintă modul în care se alege amplificarea observerului, 

considerându-se efectul perturbaţiilor asupra erorilor de estimare e  şi .e  O metodă ce 

poate fi utilizată este cea care foloseşte norma H∞ (amplificare 2L ). Această amplificare 

2L  asociată perturbaţiilor w  şi erorilor de estimare e  şi ,e  cu ponderile 1  şi ,2  sunt 

definite prin intermediul constantei [124] 

 
 .sup

2

2221

0
2

w

ee

w






  (1.435) 

Prin definiţia funcţiei supremum (sup) şi a amplificării 2L  (norma H ) [20], expresia 
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(1.435) devine 

     .0,dd
0

2

0

21    Ttwwteeee
T

T

T

TT  (1.436) 

 Se presupune că este valabilă următoarea inegalitate 

 0
d

d 2
21   wweeeeV

t
TTT  (1.437) 

   eet ,,  şi w  ce satisfac ecuaţia (1.410). Prin integrarea ecuaţiei (1.437) de la 0 la T  

şi ţinând cont de (1.426), se arată că norma 2L  este mai mică ca   [20]. Ca şi mai sus, 

ecuaţia (1.437) conduce la 
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2
1

2
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






















IIP

PICCP d
T
d

 (1.438) 

unde expresia lui   este tot de tipul (1.428). Ecuaţia (1.438) este echivalentă, în cazul 

în care  

 ,0 2
1

2
1    (1.439) 

cu relaţia 

 .0
2

1 










IIP

PICCP d
T
d  (1.440) 

 Amplificarea optimală a observerului adaptiv se calculează prin următorul corolar 

[124]: Pentru o valoare dată a lui 1  şi o constantă pozitivă ,  pentru orice  t  ce 

satisface ecuaţia (1.412)   ,t  există o amplificare TSPL 1  ce stabilizează erorile 

din ecuaţia (1.410) şi minimizează amplificarea 2L  (norma H ) dacă şi numai dacă se 

rezolvă următoarea problemă de optimizare convexă: Se minimizează parametrul 

2  în raport cu  ,,P  şi ,S  unde TT CPbPP  ,0,0,0  şi  
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  .01 











IP

PICCP d
T
d  (1.441) 

După determinarea matricei L, ecuaţia observerului neliniar (1.409) devine [124] 

      .ˆˆ,,ˆˆ 1 xCySPuybuyxAx T    (1.442) 

 Vectorul estimat al parametrilor necunoscuţi ̂  se determină astfel [124]: 

     ,ˆ,ˆ  xCyuyT  (1.443) 

unde .0,2
1   t  P  şi S  se determină rezolvând ecuaţia (1.441), iar   

este valoarea nominală a lui θ.  

1.8.2. PROIECTAREA OBSERVERELOR ADAPTIVE PENTRU 

ESTIMAREA RAPIDĂ A DEFECTELOR 

 Defectarea senzorilor, actuatoarelor sau altor subsisteme modifică drastic 

funcţionarea unui sistem, putându-se ajunge chiar şi la instabilitate [245]. Pentru 

creşterea eficienţei sistemelor se utilizează pe scară tot mai largă controlul defectelor 

(FTC), acesta presupunând detecţia rapidă a defectelor şi izolarea lor [6], [15], [34]. 

Detecţia defectelor se poate face fie pasiv, utilizând un model de detecţie şi izolare a 

acestora, fie prin reconfigurarea sistemului pentru a păstra „partea sănătoasă” a 

acestuia. După detecţia defectului, este nevoie de determinarea amplitudinii sale, iar, în 

final, este proiectat un controller pentru compensarea defectului [245]. În prezent, se 

acordă o atenţie deosebită observerelor adaptive pentru detecţia defectelor [10], [57], 

[111], [112], [234], [237]. 

 În cele ce urmează, este prezentat un algoritm pentru estimarea rapidă a 

defectelor, acesta utilizând un observer adaptiv. Observerul a fost proiectat de către 

Zhang, Jiang şi Cocquempot [245] şi se bazează pe un algoritm nou de estimare a 

defectelor utilizând doar măsurarea vectorilor de intrare şi de ieşire ai sistemului; paşii 

algoritmului se bazează pe tehnica inegalităţilor matriceale (LMI) [245]. 
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 Se consideră cazul unui sistem liniar afectat de defectarea unui actuator; sistemul 

liniar este descris de ecuaţiile de stare [245] 

 
       
   







;

,

tCxty

tEftButAxtx a
 (1.444) 

    111 ,,   pmn tyutx MMM  şi   1 r
a tf M  reprezintă defectul actuatorului. A, B, C, 

E sunt matrice constante cunoscute; E are rang de coloană maxim, iar perechea (A, C) 

este observabilă. Semnalul fa(t) poate fi interpretat ca un semnal suplimentar, 

      ,tftttf fa   iar funcţia  ftt   are expresia [245] 

  









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,,1

,,0

f

f

f tt

tt
tt  (1.445) 

unde tf este momentul în care apare defectul. Cu alte cuvinte, semnalul asociat defectului 

actuatorului se scrie 

    










.,

,,0

f

f

a tttf

tt
tf  (1.446)  

Se presupune că norma derivatei în timp a funcţiei f(t) este mărginită   ;1ftf    

.0 1  f  Observerul pentru estimarea defectului se construieşte astfel [245]: 

             
   








,ˆˆ

,ˆˆˆˆ

txCty

tytyLtfEtButxAtx  (1.447) 

unde  tx̂  este vectorul de stare estimat,    1ˆ pty M  vectorul de ieşire estimat (ieşirea 

observerului),    1ˆ rtf M  estimarea semnalului asociat defectului. Dacă perecehea 

(A, C) este observabilă, matricea L din ecuaţia (1.447) se alege astfel încât matricea (A-

LC) să fie stabilă [245]. Se fac notaţiile 

                  tftftetytytetxtxte fyx  ˆ,ˆ,ˆ  (1.448) 

şi, cu acestea, utilizând ecuaţiile (1.444) şi (1.447), rezultă [245] 
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     ,tCete xy   (1.449) 

        .tEeteLCAte fxx   (1.450) 

Dacă defectul se consideră constant      .ˆ0 tftetf f


    În continuare, pentru 

proiectarea observerului, se utilizează următoarea teoremă [111], [112], [234]: 

 Teorema 5 

 Considerându-se matricele simetrice şi pozitiv definite ,, nnQP M  matricea de 

amplificare L a observerului şi o matrice pnF  M  astfel încât să fie valabile relaţiile 

     ,, FCPEQPLCALCAP TT   (1.451) 

atunci  

    tFef yt
̂

 (1.452) 

şi algoritmul de estimare adaptivă a defectului este convergent (   0lim 


tex
t

 şi 

    0limlim 


tete y
t

f
t

); în ecuaţia (1.452),   se numeşte rata de învăţare şi este o 

matrice simetrică si pozitiv definită. 

 Semnalul eroare estimat  tf̂  se obţine uşor din (1.452) prin integrare [245] 

     
t

t

y

f

deFtf .ˆ  (1.453) 

Pentru obţinerea relaţiei (1.453) s-a presupus că defectul este constant. În acest caz 

estimarea sa se face uşor; există însă cazuri când defectul nu este constant şi, de aceea, 

algoritmul adaptiv de mai sus trebuie îmbunătăţit. Pentru prezentarea algoritmului 

[245] se fac presupunerile:   rCE rang  şi  CEA ,,  nu prezintă zerouri invariante; de 

asemenea, se utilizează şi două leme: 

 Lema 2 

 Considerând o constantă pozitivă   şi o matrice simetrică şi pozitiv definită ,P  
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este valabilă următoarea inegalitate [112]: 

 .,;
1

2 11  


 nTTT yxyPyPxxyx M  (1.454) 

 Lema 3 

 Cele două presupuneri făcute (   rCE rang  şi  CEA ,,  nu prezintă zerouri 

invariante) sunt echivalente cu existenţa relaţiilor (1.451) [47], [54]. 

 Deoarece funcţia asociată defectului nu mai este constantă   ,0tf  rezultă 

      .ˆ tftfte f


   (1.455) 

 În cazul defectului variabil   ,0tf  în proiectarea observerului adaptiv 

Zhang, Jiang şi Cocquempot au folosit următoarea teoremă [245] 

 Teorema 6 

 Dacă sunt valabile cele două presupuneri făcute, considerându-se în plus 

constantele pozitive ,0,   dacă există matricele simetrice şi pozitiv definite 

rrnn GP   MM ,  şi matricea pnF M  astfel încât 

     
  
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
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
















 











,0
121

1

,

GPEEEPLCPEA

EPLCPEAPLCPLCPAPA

FCPE

T

T
TT

TTTT

T

 (1.456) 

funcţia asociată defectului se calculează astfel: 

       teteFtf yy  
̂  (1.457) 

şi sistemul este convergent (     0,0  tete fx ). 

 Demonstraţie 

 Se consideră funcţia Lyapunov [245] 
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          tetetPetetV f
T
fx

T
x

11 


  (1.458) 

şi se calculează  ;tV  se obţine [245] 

 

             

              

           .22

2

2

1

1

tftetetete

tPEetetePLCALCAPtetV

tetetePtetPetetV

T
fyy

T
f

f
T
xx

TT
x

f
T
fx

T
xx

T
x


























 (1.459) 

Pentru obţinerea relaţiei anterioare s-a avut în vedere ecuaţia 

             .tPEetetPeEtetPeEte f
T
x

T
x

TT
fx

TT
f   (1.460) 

Dar [245], 

                    tetePEteteteFCteteteFte xx
TT

fxx

PE

T
fyy

T
f

T










 
222 )451.2()449.2(

 (1.461) 

şi înlocuind în ecuaţia (1.459)  

           tEeteLCACteCte xxxy    (1.462) 

şi ţinând cont şi de ecuaţia (1.461), expresia lui  tV  (formula (1.459)) devine [245] 

 
                

       .22

2

1 tftetPEeEte

teLCAPEtetePLCALCAPtetV

T
ff

TT
f

x
TT

fx
TT

x

















 (1.463) 

Se aplică în continuare proprietatea din lema 2, înlocuind x  cu  te f  şi y  cu  ;1 tf  

astfel, pentru o matrice ,0G  rezultă 

 
           

     .1

12

111
max

2
1

1111


























GftGete

tfGtftGetetfte

f
T
f

T
f

T
f

T
f



 (1.464) 
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Înlocuind (1.464) în (1.463), se obţine [245] 

 
                

         111
max

2
1
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2

 
















GftGetetPEeEte

teLCAPEtetePLCALCAPtetV

f
T
ff

TT
f

x
TT

fx
TT

x


 (1.465) 

sau 

       , tttV T  (1.466) 

unde 

 

   
   

     

 
.

121

1

,, 111
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



 






















 

GPEEPELCA

PELCAPLCALCAP

Gf
te

te
t

T

T
T

TT

f

x

 (1.467) 

 Deoarece E  are rang de coloană maxim, când   ,0
2  tV  unde 

 ;min   rezultă   0tV  pentru .
2  Aşadar, inegalitatea (1.466) este 

echivalentă cu inegalitatea matriceală (1.456) sau cu LMI 

 
     

 
.0
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1
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

























 









GPEEPELCA

PELCAPLCALCAP

T

T
T

TT

 (1.468) 

Aceasta, împreună cu prima ecuaţie (1.456), asigură convergenţa la zero a erorilor 

 tex  şi  te f  [245]. Algoritmul prezentat este valabil nu doar în cazul defectului 

variabil ci şi a unui defect constant. În acest caz,   00 1  ftf  şi (1.466) devine 

      ;tttV T   (1.469) 

este, deci, din nou nevoie ca .0  Estimarea semnalului eroare  tf  în cazul unui 
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defect constant se face cu ecuaţia (1.453);  tf̂  presupune un singur termen – termen 

integral. În cazul în care defectul nu este constant, observerul adaptiv de estimare a 

defectului actuatorului are un termen proporţional şi unul integral [245] 

       .ˆ













 

t

t

yy

f

deteFtf  (1.470) 

Introducerea termenului proporţional joacă un rol important în creşterea vitezei de 

estimare a defectului. 

 Algoritmul anterior [245] estimează, prin intermediul unui observer adaptiv, 

defectul asociat unui actuator; metoda poate fi însă extinsă şi la cazul defectării unui 

senzor. În acest caz, ecuaţiile de stare sunt 

 
     
     







;

,

tDftCxty

tButAxtx

s


 (1.471) 

    111 ,,   pmn tyutx MMM şi   1 r
s tf M  reprezintă semnalul asociat defectării 

unui senzor. Matricele DCBA ,,,  sunt matrice constante cunoscute, iar matricea D  are 

rang de coloană maxim; şi de această dată perechea  CA,  este observabilă. 

 Se construieşte un sistem îmbunătăţit [54]; astfel, se consideră o nouă stare 

  1 p
s tx M  care este o versiune filtrată a ieşirii  ty  

         ,~~~
tDfAtCxAtxAtx sss   (1.472) 

unde A
~

 este o matrice stabilă. Se face notaţia [245] 

    
 








tx

tx
tx

s

 (1.473) 

şi ecuaţiile de stare ale noului sistem devin 

 
       
   









,

,

txCty

tfDtuBtxAtx s


 (1.474) 
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în care 

  .0,~
0

,
0

,~~
0

pIC
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


  (1.475) 

 Sunt şi aici valabile presupunerile anterioare şi cele două leme utilizate. Astfel, 

considerând scalarii ,0,   dacă există matricele pozitiv definite    ,pnpnP M  

rrG M  şi matricea prF  M  astfel încât [245] 
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T

 (1.476) 

semnalul asociat senzorului defect se estimează astfel 

       teteFtf yy  ̂  (1.477) 

şi      .0,0  tete fx  

1.8.3. OBSERVER ADAPTIV PENTRU SISTEMELE MIMO 

VARIABILE ÎN TIMP 

 În cele ce urmează este prezentat un nou algoritm de proiectare a observerelor 

adaptive pentru sistemele MIMO (multi input - multi output), liniar variabile în timp 

(LTV). Potenţialele aplicaţii ale observerelor adaptive sunt identificarea sistemelor 

continue în timp, detecţia şi izolarea defectelor şi controlul adaptiv. 

 Estimarea stării pentru sistemele liniare prezintă soluţii viabile prin intermediul 

observerelor şi a filtrului Kalman. Şi estimarea stării în cazul parametrilor necunoscuţi 

se face prin intermediul bine-cunoscutelor observere adaptive [7], [11], [137], [171]. 

Toate aceste lucrări privesc observerele adaptive pentru sistemele SISO (single input - 

single output); generalizarea algoritmilor obţinuţi pentru cazurile MIMO este dificil de 

făcut. Algoritmul prezentat în continuare este un algoritm pentru estimarea sistemelor 
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MIMO, liniare şi variabile în timp [246]; algoritmul este simplu, eficient din punct de 

vedere computaţional, deci este viabil şi uşor de implementat software. 

 Se consideră sistemul descris de ecuaţiile de stare [246] 

 
           
     







,

,

txtCty

ttutBtxtAtx
 (1.478) 

unde         CBAtytutx mln ,,,,, 111 MMM  matrice cunoscute dar variabile în 

timp,  1pM  vectorul parametrilor necunoscuţi considerat constant,    pnt M  

matricea vectorului parametrilor necunoscuţi. Scopul algoritmului este estimarea 

vectorilor  tx  şi ,  măsurând  ty  şi considerând că intrarea sistemului este vectorul 

măsurabil  .tu  

 Atât timp cât matricele A, B, C din ecuaţia (1.478) nu sunt constante, estimarea cu 

ajutorul filtrului Kalman este dificilă sau poate chiar imposibilă. O idee ar fi obţinerea 

unui sistem extins prin înglobarea vectorului   în cadrul vectorului de stare  .tx  

Sistemul ar rămâne variabil în timp, pentru estimarea noului vector de stare fiind nevoie 

de observabilitatea şi uniformitatea sistemului [107]. Acesta este motivul pentru care 

utilizarea filtrului Kalman la sistemele extinse nu este o problemă simplă [246]. 

 Proiectarea unui observer adaptiv pentru sistemele MIMO rezidă din necesitatea 

identificării on-line a sistemului, scopul principal fiind în acest caz estimarea vectorului 

parametrilor necunoscuţi. Pentru sistemul descris de ecuaţiile (1.478) este de dorit ca 

componentele vectorului parametrilor necunoscuţi să fie coeficienţii în cadrul unor 

semnale măsurabile. Această condiţie nu este restrictivă pentru că există unele 

transformări pentru aducerea sistemului la forma dorită. De exemplu, pentru sistemele 

SISO [246] 

           ubububyayayay n
nn

n
nnn    2

2
1

1
2

2
1

1  (1.479) 

cu vectorul parametrilor necunoscuţi   .2121
T

nn bbbaaa   

 Sistemul (1.478) poate fi scris sub forma [11] 
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 O altă utilizare a observerelor adaptive o reprezintă controlul adaptiv. Datorită 

posibilităţii de estimare on-line a parametrilor şi a vectorului de stare, observerele 

adaptive pot fi integrate în controllere. O altă utilizare o constituie detecţia şi izolarea 

defectelor (FDI). Defectele sunt modelate ca modificări ale parametrilor. Observerele 

adaptive pentru sistemele liniare au fost studiate încă din 1970 [246]. În [156] un 

estimator de stare a fost propus, acesta utilizând un algoritm adaptiv ce presupune 

integrarea ecuaţiei erorii de estimare a stării. Câţiva ani mai târziu, alte observere 

adaptive cu convergenţă exponenţială au fost propuse [137]; ele se bazau pe 

minimizarea unui criteriu de performanţă. Observerele adaptive de ultimă generaţie se 

bazează pe o transformare dinamică, aducând sistemul original la o formă canonică [7], 

[11], [171]. 

 Sistemele cu o singură ieşire, după transformare, au forma [246] 
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tzcty

tButzAtz T
 (1.481) 

unde matricea 0A  şi vectorul 0c  au o formă specială,  1nM  vector coloană 

(vector constant),    1pt M  vector al semnalelor ce se obţine prin filtrarea semna-

lelor  tu  şi  .ty  Vectorul parametrilor necunoscuţi   „afectează” ecuaţia de stare prin 

produsul scalar   tT  şi vectorul coloană .  

 Principalul element de noutate al algoritmului prezentat în continuare este însăşi 

proiectarea observerului pentru sistemele liniar variabile în timp de tip MIMO. 

Algoritmul Zhang [246], până în 2001, a fost doar al doilea algoritm ce estimează 

starea şi vectorul parametrilor necunoscuţi pentru sistemele MIMO şi LTV. Primul a 

fost cel al lui Besancon [11], însă cel al lui Zhang se caracterizează printr-o mai bună 
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convergenţă şi simplitatea. De asemenea, Zhang a reuşit corelaţia, printr-o formulă de 

tip „unificare”, a mai multor observere adaptive bazate pe transformări dinamice [246]. 

 Pentru proiectarea observerului Zhang, prima ecuaţie (1.478) se scrie 

                      , ttytKtutBtxtCtKtAtx  (1.482) 

unde K(t) este matricea de amplificare a observerului. Vectorul de stare x(t) este 

influenţat de 2 „excitaţii exogene”        tytKtutB   şi   . t  Se împarte  tx  în două 

părţi  txu  şi  tx  [246] astfel: 

       ,txtxtx u   (1.483) 

cu 

 
                  
            







 ;

,

ttxtCtKtAtx

tytKtutBtxtCtKtAtx uu




 (1.484)  

xu(t) se estimează cu ajutorul observerului [246] 

                    ,ˆˆ tytKtutBtxtCtKtAtx uu   (1.485) 

iar  tx  se estimează cu estimatorul de stare 

                ,ˆˆˆ tttxtCtKtAtx  
  (1.486) 

unde  t̂  este estimarea lui ,  iar rolul şi semnificaţia lui  t  se vor prezenta mai 

târziu în cadrul demonstraţiei. 

 Se presupune că între  t̂  şi  txˆ  există relaţia de legătură [246] 

       ,ˆˆ tttx   (1.487) 

unde   .pnt  M  Din ecuaţiile (1.486) şi (1.487) rezultă 

                          .ˆˆˆˆ ttttttCtKtAtttt 
  (1.488) 
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Dacă se consideră [246]:       ,ˆ ttt 


 ecuaţia (1.488) devine 

              ;tttCtKtAt   (1.489) 

 t  este matrice cunoscută, deci, prin integrarea ecuaţiei (1.489), se determină  .t  

 Vectorul de stare estimat va fi  

      txtxtx u  ˆˆˆ  (1.490) 

şi, conform ecuaţiilor (1.485) şi (1.486), rezultă [246] 

                            .ˆˆˆˆ tttttytKtutBtxtCtKtAtx 
  (1.491) 

Se va demonstra în continuare că pentru orice vector al parametrilor ,  un observer 

exponenţial poate fi proiectat pentru estimarea stării  tx  a sistemului (1.478); aşadar, 

rezultă un observer adaptiv pentru estimarea simultană a vectorilor  tx  şi .  

 Se lucrează în următoarele 2 ipoteze (presupuneri): 

 Ipoteza 1 [246] 

 Se presupune că perechea de matrice     tCtA ,  este de aşa natură încât, pentru 

   mntK M  matrice variabilă în timp şi mărginită, sistemul 

           ttCtKtAt   (1.492) 

este stabil. 

 Ipoteza 2 [246] 

 Fie     pnt M  matrice a semnalelor generate de ecuaţia diferenţială (1.489). 

Presupunem că  t  este permanent excitantă astfel încât există 2 constante pozitive 

T,  şi o matrice simetrică şi pozitiv definită   mmt  M  astfel încât   ,t  următoarea 

inegalitate este valabilă 

           .d ItCttC
Tt

t

TT 


 (1.493) 
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Ipoteza 1 precizează că, pentru orice vector al parametrilor θ, un observer de stare poate 

fi proiectat pentru sistemul (1.478) utilizând matricea de amplificare K(t). Ipoteza 2 

este o condiţie de excitaţie permanentă şi este necesară pentru estimarea celor doi 

vectori. Proiectarea observerului se bazează pe următoarea teoremă [246]: 

 Teorema 7 

 Considerăm   ppM M  orice matrice simetrică şi pozitiv definită. Dacă sunt 

valabile ipotezele 1 şi 2, pentru orice vector constant ,  estimarea vectorului de stare 

x(t) şi a vectorului parametrilor necunoscuţi   se face cu ecuaţiile [246] 

                               
            









,ˆˆ

,ˆˆˆˆ

txCtyttCtMt

txtCtyttCtMttKtttutBtxtAtx

TT

TT




 (1.494) 

ecuaţii asociate unui observer adaptiv exponenţial pentru sistemul (1.478); pentru orice 

condiţii iniţiale      000
ˆ,ˆ, ttxtx   şi   ,1 pM  erorile    txtx ˆ  şi    tt ̂  tind 

exponenţial la zero când .t  Ecuaţiile (1.494) conduc la ecuaţia (1.491).  

 Pentru a demonstra teorema se utilizează două leme: 

 Lema 4 [246] 

 Fie     pmt M  matrice continuă şi   ppM M  matrice simetrică şi pozitiv 

definită. Dacă există constantele pozitive  ,,T  astfel încât   t  este valabilă 

inegalitatea 

     ,d II
Tt

t

T  


 (1.495) 

atunci sistemul 

        tzttMtz T   (1.496) 

este exponenţial stabil. 

 Lema 5 [246] 

 Dacă sistemul liniar şi variabil în timp 
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      ttFt   (1.497) 

este exponenţial stabil,   tu  semnal mărginit şi integrabil şi   ,0lim 


tu
t

 atunci  tz  

descris de ecuaţia 

        tutztFtz   (1.498) 

va converge la zero   .0lim 


tz
t

 

 Demonstraţia celor două leme sunt prezentate pe larg în [246]. Pentru demon-

straţia teoremei 7, pentru început, se elimină           txCtyttCtM TT ˆ  între cele 

două ecuaţii (1.494) şi se obţine [246] 

   .ˆˆˆˆˆ 
 xCyKBuxAx  (1.499) 

Fie 

  ˆ~
,ˆ~ xxx  (1.500) 

şi, ţinând seama că ,ˆ~
0 

  rezultă 

  









BuAxx

xCyKBuxAx



 ,ˆˆˆˆˆ  (1.501) 

sau, prin scăderea celor două ecuaţii de mai sus,   

   .
~~~~   xKCAx  (1.502) 

 Se defineşte  t  ca o combinaţie liniară a vectorilor eroare  tx~  şi  t
~

 [246] 

        .~~ tttxt   (1.503) 

Derivând ecuaţia (1.503) se obţine 

      .
~
  KCAKCA  (1.504) 

Din ecuaţia (1.489) rezultă    KCA  şi ecuaţia (1.504) devine 
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   . KCA  (1.505) 

Lucrând în ipoteza 1, sistemul (1.505) este stabil şi convergent la zero   .0lim 


t
t

 În 

continuare se calculează 
~

 [246] 

           .~~ˆˆˆ~ )503.1()494.1(

 CCMxCCMxCyCM TTTTTT  (1.506) 

 Aşadar, partea omogenă a sistemului (1.506) este 

 .
~~
 CCM TT  (1.507) 

Dacă ψ - mărginită, iar Г este generată de sistemul exponenţial stabil (1.489), rezultă Г 

- mărginită. Din condiţia (1.493) a excitaţiei permanente şi din Lema 4, cu 

,2/1  C  rezultă că sistemul (1.507) este stabil [246]. S-a arătat că sistemul (1.507) 

este exponenţial stabil şi   ;0lim 


t
t

 rezultă, conform lemei 5, cu , CCMF TT  

  .0
~

lim 


t
t

 Deoarece ,0
~

,0   conform (1.503), rezultă 0~ x  [246]. 

 Dacă condiţia de excitaţie (ipoteza 2) nu este îndeplinită, algoritmul nu garan-

tează că   0
~

 t  şi   .0~ tx  Se poate doar arăta că     0~ txtC  [248], adică 

convergenţa la zero doar a erorii de predicţie      .ˆ tytxtC   Matricea K(t) stabilizează 

procesul de estimare a stării; Σ(t) poate fi orice matrice mărginită şi pozitiv definită, iar 

M poate fi orice matrice constantă şi pozitiv definită. Alegerea celor două matrice 

influenţează viteza de estimare a stării şi a vectorului necunoscutelor θ [246]. 

 Teorema 7 de proiectare a observerului adaptiv presupune, în prealabil, calculul 

matricei K(t). În cazul sistemelor variabile în timp, acest lucru nu este uşor de realizat; 

se poate folosi metodologia de la filtrul Kalman pentru determinarea matricei K(t), însă 

anumite condiţii trebuie respectate [246]. Astfel, 

         ,1 tRtCtPtK T   (1.508) 

unde P(t) este soluţia ecuaţiei Riccati 

                       ,1 tQtPtCtRtCtPtAtPtPtAtP TT    (1.509) 



SISTEME DE ESTIMARE A STĂRII APARATELOR DE ZBOR 
 
 

115 

în care mmnn RQ   MM ,  sunt matrice simetrice şi pozitiv definite.  

 O altă metodă de determinare a matricei K(t) ar putea fi tehnica poziţionării 

polilor pentru a se obţine o matrice (A-KC) stabilă [246]. Schema bloc a ansamblului 

sistem - observer adaptiv Zhang (Fig. 1.31) se construieşte utilizând ecuaţiile (1.478), 

(1.489), (1.494), (1.508) şi (1.509). 


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Fig. 1.31. Schema bloc a ansamblului sistem – observer adaptiv Zhang 

 În cele ce urmează, se validează algoritmul Zhang de proiectare a observerelor 

adaptive pentru două cazuri concrete ale mişcărilor longitudinală, respectiv laterală ale 

aeronavelor. 

 Pentru început, se consideră mişcarea longitudinală a unei aeronave, descrisă de 

ecuaţia în variabile adimensionale [157] 
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 (1.510) 

unde 
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 ;ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ
**







 yy
a V

bt
t

V

V
V  (1.511) 

-sec1.2a  constanta de timp aerodinamică. Programul Matlab ce urmăreşte pas cu 

pas algoritmul Zhang (mişcarea longitudinală) este prezentat în anexa A1.7. Programul 

apelează modelul Matlab/Simulink Zhang_sch_long (Fig. 1.32) - model ce a fost 

construit pe baza schemei bloc din Fig. 1.31. 

 

Fig. 1.32. Modelul Matlab/Simulink (Zhang_sch_long) asociat mişcării longitudinale 

 Ca mărime de intrare a sistemului (u) se poate considera un semnal de tip treaptă 

unitate, un semnal de tip sinusoidal sau orice alt semnal de tip aleator. În cadrul 

simulării s-a calculat, prin intermediul algoritmului ALGLX [157], matricea de ampli-

ficare a sistemului K  şi s-a considerat ca vector de intrare .x̂Ku p   Prin rularea 

programului se obţin caracteristicile grafice din Fig. 1.33 (dependenţele de timp ale 

erorilor de estimare a vectorului de stare ,4,1,~ ixi  variaţia în timp a erorii de 

estimare a vectorului parametrilor necunoscuţi 
~

 şi variaţia în timp a vectorului  ) şi 
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Fig. 1.34 (cele 4 componente ale vectorului de stare  4,1, ixi  cu linie continuă şi 

cele 4 componente ale vectorului de stare estimat  4,1,ˆ ixi  cu linie întreruptă).  
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Fig. 1.33. Erorile de estimare a stării şi vectorului parametrilor necunoscuţi                    

(mişcarea longitudinală) 

0 20 40 60 80
-50

0

50

100

0 20 40 60 80
-10

-5

0

5

0 20 40 60 80
0

10

20

30

40

50

0 20 40 60 80
-10

0

10

20

30
Timp [s] Timp [s]

Timp [s] Timp [s]

V
it

ez
a 

[a
di

m
]

U
ng

hi
 ta

ng
aj

 [
ad

im
]

V
it

. u
ng

h.
 ta

ng
aj

 [
ad

im
]

U
ng

hi
 in

ci
de

nt
a 

[a
di

m
]

1x
1x̂

2x

2x̂

3x

3x̂
4x

4x̂

 

Fig. 1.34. Variabile de stare  ix  şi variabilele de stare estimate  ix̂  - mişcarea longitudinală 

 După cum se poate observa, erorile de estimare a vectorului de stare şi vectorului 

parametrilor necunoscuţi tind către zero, iar graficele variabilelor de stare 4,1, ixi  se 



118                                SISTEME DE ESTIMARE A STĂRII APARATELOR DE ZBOR 
 

  

suprapun peste graficele variabilelor de stare estimate .4,1,ˆ ixi  Singurul inconvenient 

al algoritmului pare să fie valoarea ridicată a duratei regimului tranzitoriu. În realitate, 

procesul este mult mai rapid, în cadrul simulării alegerea matricelor M, Σ, Q şi R 

influenţând mult caracteristicile dinamice ale sistemului. Algoritmul Zhang nu 

stabileşte o modalitate de alegere a acestor matrice pentru o convergenţă cât mai rapidă, 

lucru care reprezintă un dezavantaj al metodei. Vectorul parametrilor necunoscuţi are 

în acest caz o singură componentă şi anume θ=2. Matricea K   din legea de conducere 

xKu p ˆ  (notată cu KK în cadrul modelului Matlab/ Simulink) se determină prin 

rularea programului Matlab prog1sec. 

 În continuare, se studiază mişcarea laterală a unui avion Boeing 747 - ecuaţia 

(1.49). Programul Matlab ce urmăreşte pas cu pas algoritmul Zhang (mişcarea 

laterală) este similar celui din anexa A1.7. Programul apelează modelul Matlab/ 

Simulink Zhang_sch_lat - model similar celui din Fig. 1.32. În cadrul simulării s-a 

calculat, prin intermediul algoritmului ALGLX [157], matricea de amplificare a 

sistemului K  şi s-a considerat ca vector de intrare   .x̂Ku T
ed   Matricea K   

se determină prin rularea programului Matlab prog3sec.  
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Fig. 1.35. Erorile de estimare a stării şi vectorului parametrilor necunoscuţi (mişcarea laterală) 
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 Rulând programul, se obţin caracteristicile grafice din Fig. 1.35 (dependenţele de 

timp ale erorilor de estimare a vectorului de stare 4,1,~ ixi  şi variaţia în timp a erorii 

de estimare a vectorului parametrilor necunoscuţi 
~

) şi Fig. 1.36 (cele 4 componente 

ale vectorului de stare  4,1, ixi  cu linie continuă şi cele 4 componente ale vectorului 

de stare estimat  4,1,ˆ ixi  cu linie întreruptă). Vectorul parametrilor necunoscuţi are 

în acest caz 2 componente -   .39.0 T   

 Se pot face aceleaşi observaţii ca în cazul mişcării longitudinale cu privire la 

convergenţa estimatorului de stare adaptiv şi viteza de convergentă a acestuia. 
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Fig. 1.36. Variabile de stare  ix  şi variabilele de stare estimate  ix̂  - mişcarea laterală 

1.9. PROIECTAREA OBSERVERELOR ADAPTIVE 

BAZATE PE REŢELE NEURONALE 

1.9.1. NEURO-OBSERVER ADAPTIV PENTRU SISTEME NELINIARE 

 În cele ce urmează se proiectează un observer pentru sistemele neliniare ce 

utilizează reţele neuronale (NN) [145]. Acesta va avea în componenţă o reţea neuronală 

de tip feed-forward, cu 3 straturi de neuroni, ce va fi antrenată cu algoritmul de 

propagare inversă a erorii utilizându-se un termen de corecţie ce garantează buna antre-
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nare a reţelei neuronale. Stabilitatea neuro-observerului obţinut se analizează utilizân-

du-se metoda directă a lui Lyapunov [145]. 

 În multe cazuri, doar intrarea (intrările) şi ieşirea (ieşirile) unui sistem sunt 

măsurabile şi, de aceea, estimarea variabilelor de stare joacă un rol important în 

controlul procesului [66], [225]. În ultimii ani au fost propuse numeroase observere 

neliniare precum observerele cu amplificare mare (high-gain observer), „sliding mode 

observers” [1], [2], [105] etc.; acestea sunt însă complexe şi pot fi utilizate pentru 

sisteme la care se cunoaşte structura. Utilizarea NN în identificarea şi controlul 

sistemelor dinamice este pe larg prezentată în articolele de specialitate [181], [175], 

[204]. Rezultatele bune pe care le au reţelele neuronale se datorează capacităţii lor de 

aproximare a funcţiilor neliniare [186], [190]. 

 Majoritatea sistemelor sunt neliniare şi este dificilă proiectarea unui controller 

sau observer. Până în prezent, tehnicile de liniarizare au fost folosite pentru depăşirea 

acestor inconveniente. Liniarizarea limitează însă performanţele controllerului sau 

observerului proiectat; în astfel de cazuri se folosesc reţelele neuronale pentru aproxi-

marea funcţiilor neliniare [145]. 

 Pentru reţeaua neuronală a neuro-observerului (fig. 1.37) se alege o configuraţie 

feed-forward cu 3 straturi de neuroni (un singur strat ascuns). Fiecare neuron de intrare 

este conectat printr-o pondere cu fiecare neuron din stratul ascuns, iar fiecare neuron 

din stratul ascuns este conectat printr-o pondere cu neuronii de ieşire. Astfel, ieşirea 

neuronului j din stratul ascuns este [145] 

  jj za   (1.512) 

cu  

 ; 
i

jijij xvz  (1.513) 

jiv  este ponderea între intrarea i  şi neuronul j  din stratul ascuns,  j  biasul pentru 

neuronul j  din stratul ascuns, iar    este funcţia de activare a neuronilor din stratul 

ascuns (funcţia sigmoidală)   
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   ;
1

1
jzj

e
z


  (1.514) 

 

Fig. 1.37. Structura NN din cadrul neuro-observerului 

 Ieşirea neuronului k din stratul de ieşire este  

 
j

jkjk awy ;  (1.515) 

wij este ponderea între neuronul j din stratul ascuns şi neuronul de ieşire k.  

 Dacă NN are n neuroni de intrare (pseudo-neuroni), s neuroni pe stratul ascuns şi 

m neuroni de ieşire, ecuaţia asociată reţelei neuronale se poate scrie şi sub formă 

matriceală considerând vectorul intrărilor  ,21 n
T xxxx   vectorul ieşirilor 

 m
T yyyy 21  şi matricele ponderilor şi biasurilor    ,, jikj

T vVwW   

 .21 s   Vectorul biasurilor   poate fi inclus ca primă coloană în matricea 

.V  Astfel, nsms VW   MM ,  şi ieşirea y  a NN are forma [145] 

  .xVWy TT  (1.516) 

 Există câţiva algoritmi pentru antrenarea NN; cel mai des utilizat este algoritmul 

de propagare inversă a erorii [69]. Antrenarea este astfel privită ca o problemă de 

optimizare a unei funcţii neliniare. Se vor modifica permanent ponderile şi biasul reţelei 

neuronale astfel încât să se minimizeze eroarea medie pătratică dintre ieşirea NN şi 

ieşirea dorită a NN [175]. 

 În cele ce urmează, se proiectează un neuro-observer pentru estimarea stării; în 

cadrul său, o reţea neuronală este folosită pentru estimarea funcţiei neliniare necunos-
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cute. Se consideră sistemul [145] 

 
     
   






;

,,

tCxty

uxgtAxtx
 (1.517) 

  1 ntx M  este vectorul de stare,    1umtu M  vectorul intrărilor,    1ymty M  

vectorul ieşirilor,   uxg ,  funcţie neliniară necunoscută. Matricea A este o matrice 

Hurwitz, iar perechea (A, C) trebuie să fie observabilă pentru a putea fi construit neuro-

observerul. Se proiectează estimatorul de stare descris de ecuaţia [145] 

 
       
   








,ˆˆ

,ˆ,ˆˆˆˆ

txCty

yyLuxgtxAtx  (1.518) 

unde x̂  starea observerului şi ŷ  ieşirea observerului pentru sistemul neliniar. 

Matricea de amplificare L a observerului se alege astfel încât (A-LC) să fie matrice 

Hurwitz (stabilă). Schema bloc a neuro-observerului este cea din fig. 1.38 [145]. 

u  uxgAx ,



s
1 C

xx y





 s
1 C

A

x̂x̂


L


ĝ

x

x̂

u

ye

N.N.
ŷ

 

Fig. 1.38. Schema bloc a neuro-observerului 

După cum se observă în fig. 1.38, o reţea neuronală este utilizată pentru estimarea 

funcţiei neliniare necunoscute g. Principala proprietate a NN, utilizată aici, este deci 

aproximarea funcţiilor [82].  

 Se consideră funcţia   ;: mn RRx   s-a arătat în [203] că pentru un număr 

suficient de neuroni din stratul ascuns (s) există ponderile şi biasul astfel încât orice 

funcţie continuă pe un set compact poate fi reprezentată astfel [225]: 
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       ,xVxWx   (1.519) 

unde  x  este eroarea de aproximare a funcţiei neliniare;   .Nx   Mai mult, pentru 

0N  se poate găsi o reţea neuronală astfel încât    xx N   [149], [203]. Se 

presupune că ponderile W şi V sunt mărginite de valori cunoscute astfel încât MWW   

şi MVV   [132], [149]. În concluzie, funcţia   ,, uxg  din prima ecuaţie (1.517), 

poate fi aproximată de o NN cu matricele ponderilor W şi V  [145] 

       ,, xVzWuxg   (1.520) 

unde  uxz   şi      .,ˆˆ, uxguxgx   Estimata  uxg ,ˆˆ  a funcţiei  uxg ,  se scrie 

    ,ˆˆˆ,ˆˆ zVWuxg   (1.521) 

unde  .ˆˆ uxz   

 Aşadar, ecuaţiile neuro-observerului (1.518) devin 

        
   








.ˆˆ

,ˆˆˆˆˆˆ

txCty

yyLzVWtxAtx  (1.522) 

Se definesc erorile  

 WWeyyexxe Wyx
ˆ,ˆ,ˆ   (1.523) 

şi, utilizând ecuaţiile (1.517), (1.520) şi (1.522), rezultă [145] 

     ,ˆˆ tzVeGee Wxx   (1.524) 

unde  

         ;ˆˆ, xzVVzWtLCAG   (1.525) 

 t  este termen de tip perturbaţie mărginită;   .ctt   datorită mărginirii funcţiei 

şi matricelor ponderilor W şi V [229]. În consecinţă, 
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       
   








.

,ˆˆ

tCete

tzVetGete

xy

Wxx




 (1.526) 

 Pentru antrenarea NN este nevoie de o regulă (lege) de învăţare astfel încât să fie 

garantată stabilitatea observerului. Mai mult, mecanismul de actualizare a ponderilor, 

folosind tehnica Lyapunov standard, se bazează pe algoritmul propagării inverse a 

erorii în cadrul căruia s-au mai adăugat câţiva termeni pentru stabilitatea observerului 

şi a erorilor asociate ponderilor NN [145]. Actualizarea ponderilor este prezentată în 

[2], făcându-se în cadrul lucrării [145] câteva modificări asupra ecuaţiilor diferenţiale 

asociate ponderilor NN. Mai mult, termenii corecţie sunt preluaţi din [203]. Astfel, în 

cadrul lucrării [145], s-au obţinut următoarele ecuaţii diferenţiale pentru determinarea 

ponderilor Ŵ  şi V̂  [145]: 

 
 

     









,ˆˆˆˆ1ˆˆˆˆ

,ˆˆˆˆ

VFekzFezVzVWV

WSekzVSeW

x
T

x

T

x
T

x





 (1.527) 

unde matricele simetrice şi pozitiv definite S şi F (S=ST>0, F=FT>0) au expresiile 

 ;, 21 CCGFCCGS TTTT    (1.528) 

0, 21   sunt ratele de învăţare ale NN, iar 0k  este o constantă pozitivă mică.  

 Introducerea matricelor S şi F în ecuaţiile (1.527) permite simplificarea studiului 

stabilităţii neuro-observerului. Acest studiu este prezentat pe larg în [145] şi, în cele ce 

urmează, nu se insistă pe el. 

 
Fig. 1.39. Modelul Matlab/Simulink al neuro-observerului 
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 Testarea algoritmului mai sus prezentat pentru estimarea stării unui sistem 

neliniar utilizând un neuro-observer (observer cu reţea neuronală) se face, în continuare, 

pentru cazul mişcării longitudinale a unui avion cu unghi de incidenţă mare. Astfel, 

dinamica mişcării longitudinale, în general instabile, a unui astfel de avion este 

descrisă în [56] şi [165] de ecuaţia de stare 

   ,BuxAfx   (1.529) 

în care 

   ,][ 3
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py cxxxVx  4321 ,,,  (variaţia coeficientului de portanţă), mCx 5  
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Modelul anterior este echivalent cu următorul: 

  ,,),,( mpy
T

p CcVxuuxgAxx   (1.532) 
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 (1.534) 
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Fig. 1.40. Modelul Matlab/Simulink al subsistemului „Bloc formare g” 

 
Fig. 1.41. Modelul Matlab/Simulink al subsistemului „Retea neuronala” 

 

Fig. 1.42. Modelul Matlab/Simulink al subsistemului „Actualizare ponderi NN” 
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Fig. 1.43. Cele 5 componente ale erorii de estimare 

Validarea algoritmului s-a făcut utilizând mediul Matlab/Simulink. În acest sens, s-a 

elaborat programul Matlab din anexa A1.8 şi modelul Matlab/Simulink din fig. 1.39. În 

cadrul modelului Matlab/Simulink din fig. 1.39 se observă prezenţa a două subsisteme: 

Bloc formare g (subsistemul prin intermediul căruia se construieşte vectorul g utilizând 

vectorul de stare x şi vectorul intrărilor u - ecuaţia (1.533)) – fig. 1.40 şi Retea 

neuronala (subsistemul prin care se aproximează funcţia neliniară g; acest subsistem 

are 3 intrări: x̂  (xc), u  (u) şi xe  (e_x), precum şi o singură ieşire ĝ  (gc)) - fig.2.41. 

Subsistemul Retea neuronala are, la rândul ei, un subsistem -  Actualizare ponderi NN 

(fig. 1.42). Acesta calculează ponderile Ŵ  şi V̂  (Wc şi Vc) utilizând, conform 

ecuaţiilor (1.527), semnalele ẑ  (zc), xe  (e_x) şi matricele ., FS  Structura NN a fost 

aleasă astfel: reţea neuronală feed-forward, cu 3 straturi (stratul de intrare conţine 6 

neuroni, stratul ascuns are 5 neuroni, iar stratul de ieşire are un singur neuron). Funcţia 

de activare utilizată pentru neuronul din stratul de ieşire este funcţia sigmoidală. 

Ponderile Ŵ  şi V̂  se actualizează la fiecare pas de calcul, în final rezultănd: 
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Fig. 1.44. Variabilele de stare  ix  şi variabilele de stare estimate  ix̂  
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 (1.535) 

prima coloană a matricei ponderilor V̂  este vectorul biasurilor pentru neuronii din 

stratul ascuns. Reţeaua neuronală a neuro-observerului estimează funcţia neliniară 

necunoscută g(x, u), urmând ca apoi neuro-observerul să estimeze vectorul de stare x, 

calculând .x̂  Sunt reprezentate în acelaşi sistem de axe (fig. 1.44) dependenţele de timp 

ale celor 5 variabile de stare  5,1, ixi  şi ale celor 5 variabile de stare estimate 

 .5,1,ˆ ixi  Variaţiile în timp a celor 5 componente ale erorii xxex ˆ  sunt reprezen-

tate în fig. 1.43. Toate cele 5 componente ,5,1, ie
ix  tind către zero într-un timp 

foarte scurt, lucru care dovedeşte atât funcţionarea corectă a reţelei neuronale 

(estimarea funcţiei neliniare a sistemului (1.532)) cât şi estimarea foarte bună a 

variabilelor de stare (fig. 1.43, fig. 1.44). 
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1.9.2. NEURO-OBSERVER ADAPTIV BAZAT PE FILTRUL 

KALMAN PENTRU SISTEMELE NELINIARE  

 Reţelele neuronale se folosesc pentru aproximarea funcţiilor (de obicei a celor 

neliniare) sau pentru compensarea erorilor ce rezultă în urma inversării dinamice, apro-

ximării funcţiilor sau liniarizării modelelor neliniare asociate mişcărilor. 

 Unul dintre cele mai utilizate observere este estimatorul (filtrul) Kalman-Bucy; 

acesta însă nu are rezultate foarte bune în cazul prezenţei în sistem a unor neliniarităţi 

(dinamica neliniară a sistemului). De aceea, în cele ce urmează, se construieşte un 

observer adaptiv [205] bazat pe filtrul Kalman la care se adaugă o reţea neuronală 

pentru compensarea erorilor de liniarizare a ecuaţiilor neliniare asociate sistemului. Ca 

reţea neuronală se utilizează o reţea cu funcţii radiale [210], antrenarea sa făcându-se 

pe baza unui algoritm de adăugare şi/sau eliminare a unui număr de neuroni din stratul 

ascuns al reţelei neuronale [205]. 

 Se consideră sistemul neliniar descris de ecuaţiile 

 
 
 



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DuCxuxhy

uxfx
 (1.536) 

în care x este vectorul de stare, y - vectorul de ieşire, u - vectorul format din intrările 

sistemului, iar f şi h sunt funcţii liniare. Sistemul (1.536) trebuie liniarizat, în acest sens, 

existând numeroşi algoritmi în literatura de specialitate pentru liniarizarea dinamicii 

unui sistem. În urma liniarizării sistemului neliniar se obţin ecuaţiile de stare 
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   (1.538) 

x0 şi u0 sunt valorile asociate punctului în jurul căruia se face liniarizarea sistemului. 

 Pentru ca neuro-observerul bazat pe filtrul Kalman-Bucy (neuro-observer Shankar 
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& Yedavally [205]) să poată fi proiectat este necesar ca perechea (A, B) să fie 

controlabilă şi perechea (A, C) să fie detectabilă (observabilă). Dacă liniarizarea 

sistemului neliniar s-ar face perfect (fără erori de liniarizarare) şi ar fi îndeplinite cele 

două condiţii anterioare, s-ar construi observerul descris de ecuaţiile [205] 

  









,ˆˆ

,ˆˆˆ

DuxCy

yyLBuxAx  (1.539) 

dinamica erorii observerului  xxe ˆ  fiind 

   ;eLCAe   (1.540) 

matricea L a observerului se calculează astfel încât matricea (A-LC) să fie stabilă. Dacă 

(A-LC) – stabilă, eroarea tinde asimptotic la zero. În ecuaţia (1.540) e  s-a calculat 

scăzând din x  (având forma dată de prima ecuaţie (1.537)) pe x̂  (având forma dată de 

prima ecuaţie (1.539)); dacă însă   ,, uxfx   ecuaţia ce descrie dinamica erorii 

observerului este [205] 

    .ˆˆ, yyLBuxAuxfe   (1.541) 

Din ecuaţia (1.541) se observă că e  are forma (1.540), adică eroarea e  converge la 

zero, dacă liniarizarea dinamicii sistemului se face fără erori    ., BuAxuxf   În 

realitate, liniarizarea se face cu erori şi, scriind pe x  şi x̂  sub forma 

 
 

 









,ˆˆˆ

,,

yyLBuxAx

BuBuAxAxuxfx



 (1.542) 

se obţine ecuaţia erorii [205] 

     ,, uxeLCAe   (1.543) 

în care 

     BuAxuxfux  ,,  (1.544) 

este eroarea de liniarizare. Pentru ca   ,eLCAe   ecuaţia observerului adaptiv (prima 
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ecuaţie (1.539)) trebuie completată cu termenul  uy,  ce reprezintă aproximarea 

erorii de liniarizare. Astfel, ecuaţia observerului adaptiv devine [205] 

    ;,ˆˆˆ uyyyLBuxAx   (1.545) 

în aceste condiţii, ecuaţia asociată erorii este 

      .,, uyuxeLCAe   (1.546) 

 În acest caz, chiar dacă liniarizarea sistemului nu se face perfect, rezultând o 

eroare de liniarizare, observerul adaptiv funcţionează corect întrucât    uxuy ,,   

şi e  va avea forma (1.540). Componenta adaptivă  uy,  a observerului este furnizată 

de către o reţea neuronală cu funcţii radiale, aceasta fiind antrenată off-line pentru 

aproximarea erorii de liniarizare [205]. Reţeaua neuronală (NN) are 3 straturi (un strat 

de intrare, un strat ascuns şi un strat de ieşire). Neuronii din stratul ascuns furnizează 

un set de funcţii neliniare ce sunt baza pentru vectorii de intrare. Se consideră că NN 

are p neuroni de intrare, q neuroni în stratul ascuns şi r neuroni de ieşire. Actualizarea 

ponderilor asociate neuronilor din stratul ascuns  jkW ,  şi a ponderilor asociate 

neuronilor de ieşire (bk) se face cu formulele [205] 

       ,)()1(,)(1 ,, kkkkjkkjkjk yynbnbyynWnW   (1.547) 

unde Wk, j reprezintă ponderea între neuronul j din stratul ascuns şi neuronul de ieşire k, 

bk - biasul neuronului k din stratul de ieşire, kk yy ,  ieşirea, respectiv ieşirea dorită a 

neuronului k din stratul de ieşire, η - rata de învăţare a NN, iar φj - funcţia neliniară 

asociată neuronului j din stratul ascuns. Expresia funcţiei φj este [205]: 

   ,/exp
1

22
, 








 



p

i
jiijj Ic  (1.548) 

în care ijc ,  reprezintă centrul neuronului j  corespunzător intrării   ,iIi  iar j  este 

variaţia sa. Antrenarea reţelei neuronale se face prin minimizarea diferenţei dintre 

ieşirea dorită ky  şi ieşirea ky  pentru toţi neuronii de ieşire rk ,1  [205]. 
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 Schema bloc a neuro-observerului adaptiv pentru sistemele neliniare se bazează 

pe filtrul Kalman (observer Shankar & Yedavally [205]) şi este prezentată în fig. 1.45. 
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Fig. 1.45. Schema bloc a neuro-observerului pentru sistemele neliniare bazat pe filtrul Kalman 

 Antrenarea NN se face prin intermediul algoritmului de „adăugare şi tăiere”. 

Acesta presupune adăugarea sau ştergerea (reducerea) de neuroni din stratul ascuns în 

funcţie de intrările NN şi de actualizarea ponderilor stratului de ieşire. Aşadar, 

algoritmul presupune adăugarea sau ştergerea de neuroni din stratul ascuns concomi-

tent cu actualizarea centrelor neuronilor rămaşi în stratul ascuns. Actualizarea centrelor 

neuronilor rămaşi în stratul ascuns se face prin metoda propagării inverse [205] 
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 Adăugarea de neuroni 

 Dacă intrarea, de exemplu I, este de aşa natură încât există o distanţă mai mare 

decât o distanţă predefinită dad de la centrul fiecărui neuron din stratul ascuns, un nou 

neuron cu acea intrare ca centru este adăugat. Parametrii noului neuron adăugat sunt 

 .0;;; ,,min,  noukkknewkadnouiinou byyWdkIc  (1.550) 

kad este o constantă predefinită, iar dmin este distanţa minimă între centrele neuronilor 

existenţi în stratul ascuns şi intrarea I nou [205]. 

 Ştergerea (reducerea) de neuroni 

 Dacă intrările ce ajung la NN sunt de aşa natură astfel încât sunt apropiate de 
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centrele unor neuroni dar depărtate de centrele altor neuroni, ultimul set de neuroni se 

şterge. Procesul este finalizat prin verificarea distanţei absolute de la intrare a centrelor 

neuronilor în raport cu pragul sub care orice neuron ce primeşte această intrare nu va 

furniza vreo ieşire [205]. Pragul pentru ştergerea neuronilor este 

 ,mindMd stergerestergere   (1.551) 

unde Mstergere>1 şi dmin - distanţa minimă de la neuroni la intrare. Ştergerea se face la 

finalul fiecărui ciclu de antrenare [205]. 

1.9.3. NEURO-OBSERVER BAZAT PE UTILIZAREA 

REŢELELOR NEURONALE ORTOGONALE PENTRU 

ESTIMAREA STĂRII SISTEMELOR HAOTICE 

 În domeniul analizei şi controlului haosului, un subiect interesant şi mult studiat 

îl reprezintă sincronizarea şi supresia haosului, acest lucru având multiple aplicaţii 

inginereşti precum comunicaţia sigură, reacţii chimice etc [113]. Multe dintre eforturi 

au fost făcute în direcţia sincronizării şi supresiei haosului [113]; majoritatea cerce-

tărilor făcute consideră că informaţia de la toate stările unui sistem este disponibilă, 

lucru care nu se întâmplă în realitate, doar informaţiile de la mărimile de ieşire fiind 

disponibile. În acest sens, au fost proiectate recent câteva observere. 

 În practică, majoritatea sistemelor haotice au necunoscute şi observerele clasice 

nu pot fi folosite cu succes [113]. De aceea, este nevoie de un nou observer adaptiv 

pentru sincronizarea şi controlul sistemelor haotice. Acest observer adaptiv are în 

componenţă o reţea neuronală ortogonală, eficienţa observerului putând fi analizată 

prin intermediul teoriei Lyapunov. Legea de actualizare a ponderilor NN derivă din 

analiza funcţiilor Lyapunov. 

 Se consideră cazul general al unor sisteme haotice 
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 (1.552) 

yu,  sunt vectorii de intrare, respectiv de ieşire,  1nx M  vectorul de stare, CBA ,,  



134                                SISTEME DE ESTIMARE A STĂRII APARATELOR DE ZBOR 
 

  
matrice constante,    1mxg M  funcţie neliniară necunoscută. 

 Se presupune că perechea (C, A) este observabilă şi se alege matricea L astfel 

încât (A-LC) să fie stabilă. Din lema lui Kalman & Yakubovich rezultă o matrice M şi 

2 matrice pozitiv definite P şi Q astfel încât să fie verificate următoarele 2 ecuaţii 

matriceale [113] 

     ,QLCAPPLCA T   (1.553) 

 .* MCPB
T   (1.554) 

 Ecuaţiile (1.553) şi (1.554) sunt valabile pentru multe sisteme neliniare, inclusiv 

sistemele haotice. 

 Unul dintre cele mai cunoscute tipuri de reţele neuronale este reţeaua neuronală 

ortogonală (ONN); aceasta are 3 straturi cu neuroni: un strat de intrare, un strat ascuns 

şi un strat de ieşire. Intrarea reţelei neuronale este vectorul de stare estimat ;ˆ 1 nx M  

fie p numărul neuronilor din stratul ascuns. În aceste condiţii se calculează [113] 

   ,1,ˆ 1

1





  net
n

i
i eXxnet  (1.555) 

unde   este o constantă pozitivă.  

 Ieşirile stratului ascuns a reţelei neuronale ortogonale se bazează pe polinoame 

Chebyshev şi sunt 

           ,ˆˆ2ˆ,ˆ,1ˆ 2121 xGxXGxGXxGxG iii    (1.556) 

cu .,1 pi   Ieşirea reţelei neuronale  y~  se calculează astfel [113]: 

   ,ˆ~ xWGy   (1.557) 

unde W este matricea ponderilor NN. 

 Având în vedere că funcţia neliniară g(x) este necunoscută, ea poate fi aproximată 

(modelată) utilizând o reţea neuronală, neuro-observerul ce rezultă fiind descris de ecuaţiile 
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în care 1 mv M  este legea de comandă. Scopul neuro-observerului este acela de a 

estima vectorul de stare  xxx ˆ  printr-o proiectare prealabilă a lui v  şi .W  

 Legea de actualizare a matricei ponderilor  W  şi legea de comandă  v  au 

expresiile [113] 

        ,sgn,sgn,ˆ y
T

yy
T

y MeMekMekvxGMeW    (1.559) 

unde ,ˆ yyey   iar   şi   sunt constante pozitive ce trebuie alese. 

 Schema bloc a estimatorului de stare este prezentată în fig. 1.46. 
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Fig. 1.46. Schema bloc a observerului pentru estimarea stării sistemelor haotice 

 
Fig. 1.47. Modelul Matlab/Simulink a neuro-observerului cu reţea neuronală ortogonală 
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 Testarea algoritmului mai sus prezentat pentru estimarea stării unui sistem haotic 

utilizând un neuro-observer (observer cu reţea neuronală ortogonală) se face, şi în acest 

caz, utilizându-se dinamica mişcării longitudinale a unui avion cu unghi de incidenţă 

mare [56], [165]. Astfel, dinamica mişcării longitudinale, în general instabile, a unui 

astfel de avion este descrisă de ecuaţia de stare 

 ,)(* BuxgBAxx   (1.560) 

în care  ,, mpy
T
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Txgxgxgxg   (1.561) 

cu      xgxgxg 543 ,,  având forma (1.534); matricele *, BA  şi B  din ecuaţia (1.560) 
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elementele matricelor de mai sus sunt constante cu valorile prezentate în programul din 

anexa A.2.9. 

 Validarea algoritmului s-a făcut utilizând mediul Matlab/Simulink. În acest sens, 

s-a elaborat programul Matlab din anexa A.2.9 şi modelul Matlab/Simulink din fig. 

1.47. În cadrul modelului Matlab/Simulink din fig. 1.47 se observă prezenţa a trei 

subsisteme: Bloc formare g (subsistemul prin intermediul căruia se construieşte funcţia 

g(x)) - fig. 1.48, Retea neuronala (subsistemul prin care se aproximează funcţia 

neliniară g(x) - ecuaţiile (1.555)-(1.557) şi prima ecuaţie (1.559)) – fig. 1.49 şi Bloc 

determinare v (subsistemul prin care se construieşte legea de comandă v - ultimele două 

ecuaţii (1.559)) – fig. 1.50. Subsistemul Bloc formare g are o singură intrare (x) şi o 

singură ieşire (g(x)); subsistemul Retea neuronala are 2 intrări: x̂  (xc), ye  (e_y) şi 

două ieşiri: ĝ  (gc) şi W  (W)); subsistemul Bloc determinare v are o singură intrare ye  

(e_y) şi două ieşiri: constanta k şi legea de comandă v.  
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Fig. 1.48. Modelul Matlab/Simulink al subsistemului „Bloc formare g” 

 
Fig. 1.49. Modelul Matlab/Simulink al subsistemului „Retea neuronala” 

 
Fig. 1.50. Modelul Matlab/Simulink al subsistemului „Bloc determinare v” 
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Fig. 1.51. Variabilele de stare  ix  şi variabilele de stare estimate  ix̂  
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Fig. 1.52. Variabilele de stare  ix  şi variabilele de stare estimate  ix̂  

  Structura NN a fost aleasă astfel: reţea neuronală ortogonală, cu 3 straturi (stratul 

de intrare conţine 5 neuroni, stratul ascuns are 5 neuroni, iar stratul de ieşire are un 

singur neuron). Matricea W se actualizează la fiecare pas de calcul, în final obţinându-se 
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 ;

0.1810.1300.1170.1960.253

0.1290.1190.1250.1510.167

1.7540.805-2.052-0.9823.382

0.1-0.1-0.1-0.1-0.099-

0.5540.5600.5650.5660.567























W  (1.563) 

constanta k, la finalul simulării, este k=3,1045.  

 Reţeaua neuronală ortogonală a neuro-observerului estimează funcţia neliniară 

necunoscută   ,xg  urmând ca apoi neuro-observerul să estimeze vectorul de stare ,x  

calculând .x̂  Sunt reprezentate în acelaşi sistem de axe (fig. 1.51) dependenţele de 

timp ale celor 5 variabile de stare  5,1, ixi  şi ale celor 5 variabile de stare estimate 

 .5,1,ˆ ixi  Variaţia în timp a celor 5 componente ale erorii xxex ˆ este reprezen-

tată în fig. 1.52. Toate cele 5 componente ,5,1, ie
ix  tind către zero într-un timp 

foarte scurt, lucru care dovedeşte atât funcţionarea corectă a reţelei neuronale 

ortogonale (estimarea funcţiei neliniare a sistemului (1.552)), cât şi estimarea foarte 

bună a variabi-lelor de stare (fig. 1.51, fig. 1.52). 

1.9.4. OBSERVER ADAPTIV PENTRU ESTIMAREA STĂRII 

PROCESELOR NELINIARE MĂRGINITE 

 În cele ce urmează, un observer liniar este îmbunăţaţit prin adăugarea unui ele-

ment adaptiv (2 reţele neuronale ce sunt antrenate on-line). Scopul adăugării elemen-

telor adaptive este îmbunătăţirea performanţelor observerului liniar [480]. 

 Se consideră dinamica unui proces (sistem) observabil şi mărginit [480] 

 
 
 







,,,

,,,

00

000

vuxgy

vuxfx
 (1.564) 

unde 1
0

0  nx M  este vectorul de stare,   11 , lm yu MM  vectorii de intrare, 

respectiv ieşire ai sistemului,  1kv M  intrare necunoscută de tip perturbaţie; f0 şi g0 

sunt funcţii continue parţial cunoscute. 
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 Se presupune că perturbaţiile aparţin unei clase de funcţii continue descrisă de 

ecuaţiile [480] 

     ,,,, 00 vvvvv xxgvxxfx   (1.565) 

în care .1 vn
vx M  Cu notaţiile     ,,, 1

00
1

0
  nTT

v
T

v
nTT

v
T fffnnnxxx MM   

ecuaţiile (1.564) şi (1.565) conduc la [480] 

 
 
 







.,

,,

0 uxgy

uxfx
 (1.566) 

Ecuaţiile (1.566) sunt echivalente cu 

 
 
 







,,

,,

uxgDuCxy

uxfBuAxx
 (1.567) 

unde  

 
   
   







.,,

,,,

0 DuCxuxguxg

BuAxuxfuxf
 (1.568) 

Sistemul de ecuaţii (1.567) conţine o parte liniară şi una neliniară descrisă de funcţiile 

neliniare f(x, u) şi g(x, u). Pentru partea liniară [480] 

 







,

,

DuCxy

BuAxx

LL

LL  (1.569) 

se construieşte observerul liniar 

  









DuxCy

yyKBuxAx

LL

LLLL

ˆˆ

,ˆˆ̂
 (1.570) 

prin intermediul căruia se estimează vectorul de stare Lx  astfel încât 0ˆ  LL xx  când 

.t  Obiectivul lucrării [480] a fost acela de a îmbunătăţii observerul liniar (1.570) 

cu un element adaptiv astfel încât estimarea să fie mai bună, având în vedere că Lx̂  

reprezintă vectorul de stare estimat al subsistemului liniar (1.569) şi nu al întregului 
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sistem (1.567). 

 Principala utilizare a reţelelor neuronale o reprezintă aproximarea funcţiilor. 

Astfel, funcţia neliniară f(x, u) poate fi aproximată cu ajutorul unei reţele neuronale cu 

un singur strat ascuns [481] 

       ,, 111  TT NMuxf  (1.571) 

unde M1 şi N1 sunt matricele ponderilor asociate NN,   este funcţia de activare a 

neuronilor din stratul ascuns (de exemplu funcţia sigmoidală    xex  1/1 ), iar 

vectorul   (vector de intrare) are forma [480] 

        ,1
TT

d
T
d tutyt   (1.572) 

în care dy  şi du  conţin valori ale ieşirii, respectiv intrării la momente anterioare; 1  

este eroarea de reconstrucţie (eroarea de aproximare) a funcţiei f. Dacă observerul 

liniar este îmbunătăţit cu o singură reţea neuronală (pentru aproximarea funcţiei f(x, u)) 

se poate considera, pentru simplitate, g(x, u)=0 şi dinamica sistemului descris de 

ecuaţiile (1.567) devine [480] 

 
   








,

,111

DuCxy

NMBuAxx TT
 (1.573) 

iar observerul pentru estimarea lui x este 

    









,ˆˆ

,ˆˆˆˆˆ 11

DuxCy

yyKNMBuxAx TT
 (1.574) 

în care 1M̂  şi 1N̂  sunt estimările matricelor pondere 1M  şi 1N  (ponderi ajustate on-line). 

 Observerul poate fi privit ca unul liniar pentru partea liniară a dinamicii liniare 

(1.567), îmbunătăţit cu o reţea neuronală pentru modelarea funcţiei f (ecuaţia (1.571)). 

Cu notaţiile ,ˆ,ˆ yyzxxE   se obţin ecuaţiile [480] 

 
     










,

,ˆˆ
11111

CEz

NMNMEAE TTTT
 (1.575) 
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unde KKCAA ;  se calculează astfel încât A  să fie stabilă. 

 Este nevoie de legile de actualizare a ponderilor NN. Pentru aceasta, se introduce 

mai întâi observerul liniar descris de ecaţiile [480] 

  










,ˆˆ

,ˆˆˆ

ECz

zzKEAE


 (1.576) 

unde  K  este o matrice de amplificare ce se calculează astfel încât CKAA 
~

 să fie 

asimptotic stabilă. Acest lucru este utilizat doar pentru a genera un semnal de eroare ce 

este necesar pentru actualizarea ponderilor NN. Considerând ,ˆ~
EEE   rezultă 

       .ˆˆ~~~
11111  TTTT NMNMEAE

  (1.577) 

 Ponderile reţelei neuronale 1M̂  şi 1N̂  se actualizează utilizând următoarele legi 

de adaptare [480]: 

       ,ˆˆˆˆˆ2ˆ,ˆˆˆˆ2ˆ
00 111111111111 MMkPENFMNNkMPEGN TTTT    (1.578) 

în care P este soluţia ecuaţiei Lyapunov 

 ,0 QAPPAT  (1.579) 

11 ,, FGQ  matrice pozitiv definite,      11
ˆˆ,ˆˆ NN  Jacobianul vectorului ,̂  

01M  şi 
01N  valorile iniţiale ale ponderilor NN; k1>0 - constantă de actualizare [480]. 

 Analiza stabilităţii estimatorului de stare (1.574) este prezentată pe larg în [482]. 

Observerul construit până acum (observer liniar îmbunătăţit cu o NN) s-a obţinut 

pentru cazul g(x, u)=0. În cazul în care această funcţie neliniară nu se neglijează, este 

nevoie de o a doua reţea neuronală pentru estimarea ei [480]. Ca şi în cazul anterior, 

g(x, u) se obţine astfel: 

       ;, 222  TT NMuxg  (1.580) 

în aceste condiţii dinamica sistemului descris de ecuaţiile (1.567) devine 
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 (1.581) 

Pentru sistemul anterior se obţine dinamica observerului 

 
   
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


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11

TT

TT

NMDuxCy

yyKNMBuxAx
 (1.582) 

2M̂  şi 2N̂  sunt estimările ponderilor 2M  şi 2N  ale celei de-a doua reţele neuronale. 

Folosind aceleaşi notaţii ,ˆ,ˆ yyzxxE   rezultă [480] 

            
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.ˆˆ

,ˆˆˆˆ

22222

2222211111

TTTT

TTTTTTTT

NMNMCEz

NMNMKNMNMEAE
 (1.583) 

 Ponderile celei de-a doua reţele neuronale se actualizează cu legi de adaptare de 

tipul (1.578):  

           ;ˆ~~ˆˆˆˆ2ˆ,ˆˆˆ~~ˆ2ˆ
2222222222 MkKPENFMNkMKPEGN TTTT    (1.584) 

de această dată      0,ˆˆ,ˆˆ 222 kNN  constantă de actualizare, F2, G2>0.  

 Schema bloc asociată observerului descris de ecuaţiile (1.582) este prezentată în 

Fig. 1.53. 
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Fig. 1.53. Schema bloc a observerului adaptiv pentru procese neliniare mărginite 



CAPITOLUL 2 

 

PROIECTAREA OBSERVERELOR MULTIPLE 

2.1. OBSERVERUL MULTIMPLU AKHENAK (VARIANTA 1) 

 Deoarece majoritatea sistemelor sunt neliniare şi este dificil de sintetizat un 

observer pentru astfel de sisteme, în [5] sistemele neliniare au fost reprezentate prin 

intermediul unor modele multiple. Ideea modelului multiplu se leagă de necesitatea 

înţelegerii comportamentului sistemelor prin intermediul unor modele locale liniare, 

fiecare model local caracterizând comportamentul unui sistem într-o anumită regiune 

de funcţionare [5]. Un model multiplu poate fi obţinut prin identificare [72], liniarizare 

în jurul diverselor puncte de funcţionare sau prin intermediul transformărilor convexe 

politopice [205]; în cazul obţinerii modelului multiplu prin liniarizare în jurul unor 

puncte de funcţionare, fiecare model local este un sistem liniar, afin şi invariant în timp 

ca urmare a prezenţei constantelor de liniarizare. În cazul sistemelor neliniare afectate 

de intrări necunoscute, se utilizează observerele multiple, observerele de tip alunecător 

[6], [34] sau combinaţii ale acestora.  

2.1.1. STRUCTURA MODELULUI MULTIPLU 

 Modelul multiplu este obţinut prin interpolarea câtorva modele liniare; 

 
         

   









 


,

,
1

tCxty

dtuBtxAttx
M

i
iiii

 (2.1) 

unde   1 ntx M  este vectorul de stare al sistemului,    1mtu M  vectorul intrărilor, 

   1pty M  vectorul de ieşire, iar npC M  este matricea de ieşire a sistemului. Pentru 
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modelul local „i”, nn
iA M  este matricea asociată stării,  mn

iB M  matricea de 

intrare, iar  1n
id M  vectori constanţi. Funcţiile de activare    ,,1, Miti   au pro-

prietăţile următoare [5] 

         ;,1,10,1
1

Mitt i

M

i
i 



 (2.2) 

vectorul  t  se numeşte vector de decizie şi depinde de intrări şi/sau variabilele măsu-

rabile. Numărul modelelor locale (M) depinde de precizia cu care se face modelarea, de 

complexitatea sistemului neliniar aproximat prin modelul multiplu, precum şi de struc-

tura funcţiilor de activare. 

 În cazul în care modelul multiplu este afectat de intrări necunoscute şi incertitu-

dini, ecuaţiile asociate acestuia sunt [5] 

 
              
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






.

,
1

tCxty

dtvDtuBtxtAAttx
M

i
iiiiii

 (2.3) 

Intrările necunoscute se consideră mărginite    ,tv    fiind o constantă pozitivă; 

matricele variabile în timp  tAi  fiind, de asemenea, mărginite   .ii tA   În 

ecuaţiile (2.3), qn
iD M  se numesc matrice de trasmisie. În cele ce urmează, pentru 

uşurinţa notaţiilor, dependenţa de timp (t) este omisă. 

2.1.2. PROIECTAREA OBSERVERULUI MULTIPLU 

 În [5] estimarea stării modelului multiplu (2.1) se face prin intermediul unui 

observer multiplu bazat pe combinarea observerelor de tip Luenberger şi a unor termeni 

de alunecare cu rol în compensarea incertitudinilor  tAi  şi a intrărilor necunoscute. 

Se presupune că perechile  CAi ,  sunt observabile şi că există matricele pn
iG  M  

astfel încât ,,1, MiCGAA iii   sunt matrice stabile; cu alte cuvinte, se presupune 

că există matricele simetrice şi pozitiv definite P şi Qi , precum şi matricele pq
iF M  
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care satisfac condiţiile (constrângerile [5]) 
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 Observerul multiplu propus pentru estimarea stării modelului multiplu (2.3) este 

de forma [5] 
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








 


.ˆˆ

,ˆˆˆ
1

xCy

DxCyGduBxAx
M

i
iiiiiiii


 (2.5) 

Vectorii 1 q
i M  compensează erorile datorate intrărilor necunoscute, iar 1 n

i M  

compensează erorile datorate incertitudinilor sistemului. Pentru proiectarea observerului 

(2.5) este nevoie de calculul matricelor MiGi ,1,   şi a vectorilor .,1,, Miii   

Pentru a realiza acest lucru, se definesc erorile 

   ;ˆˆ,ˆ CexxCyyrxxe   (2.6) 

cu acestea, dinamica erorii observerului multiplu este [5] 

     .
1




M

i
iiiiiiii RvDxAeCGAe  (2.7) 

 Proiectarea observerului multiplu (2.5) este concentrată în următoarea teoremă: 

 Teorema 2.1 [5] 

 Eroarea de estimare a stării observerului (2.5) converge asimptotic la zero dacă 
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12
21

r

rrCP
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r

r
rF

rF

T
T

T

i
i

i

i

i

 (2.8) 

şi dacă există o matrice P>0, matricele Fi şi scalarii pozitivi β1 şi β2 care satisfac urmă-
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toarele constrângeri 

 
 









 

,,1,

,01 21
21

21
1

MiPDFC

IPAPPA

i
T

i
T

ii
T
i  (2.9) 

unde  

 ,,1, MiCGAA iii    (2.10) 

sunt matrice stabile.  

 În cadrul demonstraţiei acestei teoreme, se foloseşte următoarea lemă 

 Lema 2.1 [5] 

 Pentru orice matrice X şi Y şi orice scalar ,0  este valabilă inegalitatea 

 .1 YYXXXYYX TTTT   (2.11) 

 Pentru demonstraţia teoremei 2.1, se consideră funcţia Lyapunov 

   PeeeV T  (2.12) 

şi se calculează 

 
    

   ;

222

1

1













M

i
i

TT
i

T
i

M

i
iii

T
i

TT
ii

T
i

T
i
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 (2.13) 

s-a ţinut cont de relaţiile 

 









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ii
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TT

i
T
i

T
ii

TT
i

i
T

i
TT

i
T

PDePDePeD

PePePe

vPDevPDePeDv

 (2.14) 

 Folosind lema 2.1, particularizată pentru ,,, 1 PeYxAX i  rezultă [5] 
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    
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 (2.15) 

Utilizând prima expresie (2.6), termenul xAAx i
T
i

T 1  devine 
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 (2.16) 

se obţine 
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 (2.17) 

 Se foloseşte din nou lema 2.1, particularizată pentru ;,,ˆ 2 eYxX  astfel, 

utilizând inegaliatea ,ˆˆˆˆ 1
22 eexxxeex TTTT   expresia (2.17) capătă forma [5] 
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Pexx

RPDevPDeeIPAPPAeV

 (2.18) 

unde  .1 1
213
  

 Folosind proprietăţile inversei matricelor       ,, 11111 TT XXXYXY    se 

demonstrează, pentru ,0r  cea de-a doua expresie (2.8); aceasta conduce la anularea 

celei de-a doua sume din inecuaţia (2.18). În consecinţă, se obţine [5] 

            .22
1

2
3

21
1



 
M

i
iii

T
i

T
ii

T
i

T
i RPDevPDeeIPAPPAeV  (2.19) 

Utilizând acum a doua condiţie de existenţă a observerului, adică ,i
T

i
T PDFC   rezultă 
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       .222222 i
T

i
TT

i
T

i
T

i

r

TTT
i

r

TT
iii

T
i

T FrvFrFCevFCeRPDevPDe
TT

   (2.20) 

 Înlocuind în (2.20) pe i  cu expresia (2.8), rezultă [5] 

 ;02222  rFvFrRPDevPDe i
T

i
T

iii
T

i
T  (2.21) 

s-au folosit v  şi   .rFrFFr i
T

i
T

i
T   În aceste condiţii, inegalitatea (2.19) 

devine 

     .
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 
M

i
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T
i

T
i eIPAPPAeV  (2.22) 

 Acelaşi rezultat se obţine şi pentru r=0. Analizând expresia (2.22), se concluzio-

nează că observerul multiplu este convergent  0V  şi eroarea de estimare a stării 

converge asimptotic la zero dacă sunt îndeplinite condiţiile (2.8) şi (2.9). Cu alte cuvinte, 

rămâne de rezolvat inecuaţia matriceală  

   .01 21
21

21
1   IPAPPA ii

T
i  (2.23) 

Ţinând cont de (2.10), inecuaţia matriceală (2.9) este neliniară în raport P şi Gi . Pentru 

rezolvarea sa prin metode specifice inecuaţiilor matriceal-liniare (LMI), este nevoie de 

transformarea sa dintr-o inecuaţie neliniară într-una liniară; pentru aceasta, se utilizează 

tehnica schimbării de variabilă. Astfel, utilizând schimbarea de variabilă [5] 

 ,ii PGW   (2.24) 

inegalitatea (2.23) devine 

   01 21
21

21
1   IPCWWCPAPA ii

T
i

T
i

T
i  (2.25) 

sau 
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21
21 










 

IP

PICWWCPAPA ii
T

i
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i
T
i  (2.26) 

Echivalenţa inecuaţiilor (2.25) şi (2.26) s-a obţinut ţinând cont de lema Schur scrisă 

sub forma: 0







RS

SQ
T

 dacă şi numai dacă 0R  şi ;01   TSSRQ  lema Schur a fost 
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particularizată astfel:   .,,1 1

21
21 IRPSICWWCPAPAQ ii

T
i

T
i

T
i    

Inecuaţia matriceal-liniară (2.26) se rezolvă în raport cu P şi Wi ; apoi, prin intermediul 

ecuaţiei (2.24), se determină .1
ii WPG   

 Schema bloc ce modelează ecuaţiile (2.3), (2.5) şi (2.9) este prezentată în fig. 2.1. 

 O problemă ce poate apărea în procesul de implementare a observerului multiplu 

(2.5) este asociată cazului când, deşi ,0ˆ  yyr  i  şi i  sunt nemărginite. În [5] 

este rezolvată această problemă astfel: i  şi i  sunt nule când ,r  unde ε>0 este o 

constantă cu valori mici, aleasă de proiectantul estimatorului de stare. 
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u

 
Fig. 2.1. Schema bloc de modelare a observerului multiplu Akhenak 

În acest caz, eroarea de estimare nu mai converge asimptotic la zero ci aproape de zero 

în funcţie de valoarea aleasă pentru ε. Proiectarea observerului multiplu din [5] se face 

prin parcurgerea următorilor paşi: 

Algoritmul Akhenak (varianta 1) 

Pasul 1: Se declară matricele ,,1,,,,, MiCdDBA iiii   limitele superioare   şi ,i  şi 
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se alege valoarea constantei pozitive ε. Se stabilesc expresiile vectorului de decizie ξ(t) 

şi expresiile funcţiilor de activare    .,1, Miti   
 

Pasul 2: Se aleg scalarii pozitivi 1  şi 2  şi se rezolvă inecuaţia matriceal-liniară (2.26) 

cu necunoscutele P şi .,1, MiWi   
 

Pasul 3: Pentru fiecare ,,1 Mi   se calculează ii WPG 1  şi apoi se verifică dacă 

matricele CGAA iii   sunt stabile. 
 

Pasul 4: Se calculează Fi din ecuaţia (2.9) după cum urmează   . CPDF T
ii  În conti-

nuare, utilizând ecuaţiile (2.8), se determină vectorii i  (cu rol de compensare a erorilor 

datorate intrărilor necunoscute) şi i  (cu rol de compensare a erorilor datorate incertitu-

dinilor sistemului).  
 

Pasul 5: Utilizând matricele şi vectorii calculaţi la paşii 3 şi 4, se proiectează observerul 

descris de ecuaţiile (2.5); pentru validarea estimatorului de stare, se utilizează şi ecuaţiile 

ce descriu dinamica modelului multiplu (ecuaţiile de stare - ieşire (2.3)). 

2.1.3. VALIDAREA OBSERVERULUI MULTIPLU AKHENAK 

 Observerul Akhenak este validat în Matlab/Simulink; a fost aleasă, pentru valida-

rea observerului, mişcarea longitudinală a unei aeronave, dinamica acesteia fiind descrisă 

de ecuaţiile (2.3) în care 
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 (2.27) 
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Vectorul intrărilor necunoscute v a fost ales aleatoriu; pentru matricele de mai sus, au 

rezultat .2,1,4,2  pqmnM  Funcţia de decizie şi funcţiile de activare au 

fost alese de forma:                    .tanh15.0,tanh15.0, 21 tttttut   Aşa 

cum se observă din ecuaţia (2.27), s-a considerat că incertitudinile 1A  şi 2A  reprezintă 

variaţii de 1% ale matricelor 1A  şi .2A  Marginile superioare i  sunt superioare normelor 

variaţiilor 1A  şi ;2A  s-au obţinut .1.021   Eroarea maximă de convergenţă a 

erorii a fost aleasă .25.0  Într-o primă fază, se aleg ,5.021   după care, aceste 

valori se micşorează pentru a analiza influenţa acestor constante asupra vitezei de con-

vergenţă a observerului multiplu Akhenak.  

 Rezolvarea inecuaţiei matriceal-liniare (2.26) se face în Matlab/Simulink, în 

raport cu necunoscutele P şi Wi, i=1, 2, utilizând LMI tool (instrucţiuniele setlmis, 

newlmi, lmivar, lmiterm, getlmis, feasp şi dec2mat); s-au obţinut matricele 
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 Apoi, în cadrul paşilor 3 şi 4, se determină matricele ,, 2
1
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Matricele F1 şi F2 sunt apoi folosite pentru calculul termenilor compensatori ,i  în 

timp ce, pentru calculul termenilor compensatori ,i  se utilizează semnalele    ,ˆ, txtr  

precum şi matricele P şi C; s-au obţinut caracteristicilor de timp din fig. 2.2 şi fig. 2.3.  
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Fig. 2.2. Erorile de estimare ale observerului Akhenak (intrare aleatoare) 

 Parcurgerea paşilor algoritmului se face pentru două cazuri: intrarea aleatoare 

(fig. 2.2) şi intrare de tipul xKu ˆ  (fig. 2.3), unde K este matricea de amplificare 

determinată printr-un algoritm optimal (de exemplu algoritmul ALGLX [140]). În fig. 

2.2 sunt reprezenate grafic erorile de estimare ale observerului multiplu Akhenak (cazul 

1: intrarea u de tip aleator) pentru 4 valori ale constantelor de proiectare β1 şi β2  (β1=β2= 

0.2, β1=β2=0.15, β1=β2=0.1, β1=β2=0.05); se observă că alegerea acestor două constante 

influentează viteza de convergenţă a observerului multiplu. Cu cât se aleg valori mai 

mici pentru constantele pozitive β1 şi β2, cu atât viteza de convergenţă a observerului 

scade. Acelaşi lucru se observă şi analizând fig. 2.3 (erorile de estimare ale 

observerului Akhenak pentru intrare de tipul xKu ˆ ). 

 În fig. 2.4 sunt reprezentate grafic variabilele de stare )(txi  cu linie continuă şi 

variabilele de stare estimate )(ˆ txi  cu linie întreruptă asociate observerului Akhenak 

pentru β1=β2=0.2 şi intrare de tipul .x̂Ku   În figurile 2.2-2.4 se observă anularea 

erorilor de estimare a variabilelor de stare, deci o bună funcţionare a observerului mul-



154                                                SISTEME DE ESTIMARE A STĂRII APARATELOR DE ZBOR 
 

  
tiplu de tip Akhenak. Singurul dezavantaj îl constituie suprareglajele mari; motivul este 

legat de necunoaşterea valorilor iniţiale ale variabilelor de stare, aceste valori iniţiale 

fiind alese de autorii lucrării. O îmbunătăţire a suprareglajului şi a vitezei de conver-

genţă se poate obţine micşorând constantele de proiectare β1 şi β2 şi modificând expre-

siile funcţiei de decizie şi funcţiilor de activare. 
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Fig. 2.3. Erorile de estimare ale observerului Akhenak (intrare de tipul xKu ˆ ) 
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Fig. 2.4. Variabilele de stare )(txi  şi variabilele de stare estimate )(ˆ txi  
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2.2. OBSERVERUL MULTIMPLU JAMEL  

 Un alt observer multiplu ce permite estimarea stării unui sistem neliniar este 

prezentat în [96]; sistemului neliniar, pentru care se proiectează observerul multiplu, îi 

corespunde un model multiplu Takagi-Sugeno, acesta fiind influenţat de necunoscute de 

modelare (incertitudini) şi de intrări necunoscute. 

 Există două structuri pentru modelele multiple în funcţie de conexiunea ce există 

între modelele locale. Pentru primul dintre acestea, modelele locale au acelaşi vector de 

stare şi, în consecinţă, modelul multiplu, numit şi model multiplu Takagi-Sugeno, se 

compune din submodele omogene [103]. Pentru cel de-al doilea tip de model multiplu, 

modelele locale nu au aceeaşi stare şi modelul multiplu foloseşte modele locale hetero-

gene. Dintre cele două tipuri de modele multiple, primul este mai utilizat; acesta a fost 

propus de Takagi & Sugeno [200] în cadrul modelării fuzzy şi de către Johansen & Foss 

[104] în cadrul modelării ce utilizează noţiunea de model multiplu. 

2.2.1. STRUCTURA MODELULUI MULTIPLU TAKAGI-SUGENO 

 Reprezentarea modelului multiplu de tip Takagi-Sugeno se face prin intermediul 

următoarelor ecuaţii 

 
         

         





















,

,

1

1

iii

M

i
i

M

i
iiii

NtuEtxCtty

dtuBtxAttx

 (2.30) 

unde semnificaţiile vectorilor       ,,,, idttutx   ale matricelor ii BA ,  şi ale funcţiilor de 

activare i  sunt aceleaşi ca în cazul ecuaţiilor (2.1); dacă ,ii NE   ieşirea sistemului 

este liniară, adică [96]: CCCC M  21  şi ecuaţiile ce descriu dinamica mode-

lului multiplu sunt de tipul (2.1). Ca şi în cazul observerului multiplu proiectat în [5], 

      ,,,,,, 111 npmn
i

nn
i

pmn CBAtytutx   MMMMMM  iar M este numărul mo-

delelor locale, acesta depinzând de precizia de modelare şi de complexitatea sistemului 
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neliniar. Matricele CBA ii ,,  şi vectorii di pot fi obţinuţi prin liniarizarea directă a 

modelului neliniar în jurul câtorva puncte de funcţionare (operare) sau prin utilizarea 

procedurii de identificare [3], [105]. Funcţiile de activare    ,,1, Miti   cuantifică 

contribuţia relativă a fiecărui model local la modelul multiplu; aceste funcţii sunt 

neliniare în raport cu  t  şi verifică condiţiile (2.2). Expresiile funcţiilor de activare 

pot fi [96] 

      
  

,

1








M

j
j

i
i

t

t
t  (2.31) 

unde 

         
;exp

2

2

















i

i

tt
t  (2.32) 

vectorul de decizie  t  este accesibil în timp real şi depinde de intrările şi de ieşirile 

sistemului în cauză, adică       ., tytuft   

 În continuare, este prezentată o nouă structură de observer multiplu pentru mode-

lele multiple afectate de intrări necunoscute (ecuaţiile (2.3)). 

2.2.2. PROIECTAREA OBSERVERULUI MULTIPLU 

 Se consideră modelul multiplu afectat de intrări necunoscute   1 qtv M , a cărui 

dinamică este [96] 

 
           

   









 


;

,
1

tCxty

dtDvtuBtxAttx
M

i
iiii

 (2.33) 

s-a considerat, faţă de dinamica (2.3), că .21 DDDD M    

 Fie observerul multiplu [96] 
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           

     









 
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,
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tEytztx

tyLGtuGtzNttz
M

i
iiiii

 (2.34) 

unde pn
i

mn
i

nn
i LGN   MMM ,, 1  (amplificarea observerului local „i”), 1

2
 n

iG M  

este un vector constant, iar   pnE M  matrice de transformare. Matricele 1, ii GN  

ELi ,  şi vectorii 2iG  trebuie determinaţi astfel încât vectorul de stare estimat  tx̂  să 

tindă către  .tx  Pentru uşurinţa notaţiei, în continuare, se omite dependenţa de timp (t).  

 Se consideră eroarea observerului multiplu ,x̂xe   care se exprimă, utilizând 

ecuaţiile (2.34) şi notaţia Q=I+EC, după cum urmează [96] 

 .ˆ zQxECxzxxxe   (2.35) 

 Dinamica erorii observerului este [96] 

          ,
1

21
1





M

i
iiiii

M

i
iiiii GQdQDvuGQBxCKNQAeNe  (2.36) 

în care .iii LENK   Analizând dinamica (2.36) şi având în vedere notaţiile utilizate 

până acum, adică 

 ,, iii LENKECIQ   (2.37) 

dinamica (2.36) se reduce la 

  



M

i
ii eNe

1

  (2.38) 

dacă şi numai dacă sunt îndeplinite simultan condiţiile [96] 

 .,0,0,0 12 iiiiiii GQBGQdQDCKNQA   (2.39) 

Dacă, în plus,  

  



M

i
ii NN

1

~  (2.40) 
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este o matrice stabilă, eroarea estimatorului de stare tinde la zero. 

 În continuare, se derivează funcţia Lyapunov (2.12) şi rezultă  

    



M

i
i

T
i

T
i ePNPNeV

1

;  (2.41) 

,0V  deci convergenţa la zero a erorii observerului multiplu este garantată dacă sunt 

îndeplinite simultan condiţiile (2.37) şi (2.39) şi, în plus, există o matrice simetrică şi 

pozitiv definită P astfel încât,   ,,1 Mi   

 .0 i
T
i PNPN  (2.42) 

 Sintetizând, eroarea observerului multiplu (2.34) tinde la zero, dacă   ,,1 Mi   

perechile  CAi ,  sunt observabile, matricea (2.40) este stabilă şi sunt îndeplinite simul-

tan condiţiile [96] 

 

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



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



.,

,,0,

,,0

21 iiii

iii

iiii
T
i

QdGQBG

ENKLQDECIQ

CKQANPNPN

 (2.43) 

 Rezolvarea sistemului de ecuaţii (2.43), pentru determinarea matricelor Q, E, Ki, 

1,,, iii GLNP  şi a vectorilor ,2iG  se face în 3 etape după cum urmează: 

Etapa 1: 

Din ecuaţiile 3 şi 4 ale sistemului (2.43), dacă    ,rangrang DCD   se obţine [96] 

       ,0
  CDCDIHCDDE  (2.44) 

sau, pentru ,00 pnH   

   ; CDDE  (2.45) 

cu aceasta, se determină expresia matricei Q 

   .CCDDIECIQ   (2.46) 
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Etapa 2: 

Din primele trei relaţii (2.43) se obţine [96] 

     ;,1,0 MiCKQAPPCKQA ii
T

ii   (2.47) 

inecuaţia matriceală (2.47) este neliniară în raport cu necunoscutele P şi Ki. Pentru 

rezolvarea sa prin metode specifice inecuaţiilor matriceal-liniare (LMI), este nevoie de 

transformarea sa într-o inecuaţie liniară, pentru aceasta utilizându-se metoda schimbării 

de variabilă. Astfel, utilizând schimbarea de variabilă ,ii PKW   se obţine 

     0 CWWCQAPPQA i
T

i
T

i
T

i  (2.48) 

sau 

    
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



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i
T

i
T
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Echivalenţa inecuaţiilor (2.48) şi (2.49) s-a obţinut ţinând cont de lema Schur scrisă 

sub forma: 0~~

~~










RS

SQ
T

 dacă şi numai dacă 0
~
R  şi ;0

~~~~ 1   TSRSQ  lema Schur a 

fost particularizată astfel:     .
~

,0
~

,
~

IRSCWWCQAPPQAQ i
T

i
T

i
T

i   Inecu-

aţia matriceal-liniară (2.49) se rezolvă în raport cu P şi Wi şi apoi se determină matricele  

 .1
ii WPK   (2.50) 

Etapa 3: 

Cunoscând matricele E (ecuaţia (2.45)), Q (ecuaţia (2.46)) şi Ki (ecuaţia (2.50)), din a 

doua ecuaţie (2.43) se obţin ;,1, MiN i   din a 5-a ecuaţie se calculează ,,1, MiLi   

iar din ultimele două ecuaţii (2.43) se determină matricele 1iG  şi vectorii .,1,2 MiGi   

 Schema bloc ce modelează ecuaţiile (2.33) şi (2.34) este prezentată în fig. 2.5; 

proiectarea observerului multiplu Jamel se face prin parcurgerea următorilor paşi: 

Algoritmul Jamel 

Pasul 1: Se declară matricele MiDCdBA iii ,1,,,,,   şi se stabilesc expresiile vectorului 
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de decizie  t  şi expresiile funcţiilor de activare    .,1, Miti   
 

Pasul 2: Se determină matricele Q şi E utilizând ecuaţiile (2.45) şi (2.46). 
 

Pasul 3: Se rezolvă inecuaţia matricel-liniară (2.49) în raport cu necunoscutele P şi Wi,  

şi, pentru fiecare ,,1 Mi   se calculează .1
ii WPK   

 

Pasul 4: Se calculează matricele Ni din a doua ecuaţie (2.43), Li - a 5-a ecuaţie (2.43), 

21 , ii GG  ultimele două ecuaţii (2.43). 
 

Pasul 5: Se verifică dacă matricea N
~

 (expresia (2.40)) este stabilă şi, de asemenea, se 

verifică dacă toate condiţiile (2.43) sunt verificate. 
 

Pasul 6: Utilizând matricele şi vectorii calculaţi la paşii 4 şi 5, se proiectează observerul 

descris de ecuaţiile (2.34); pentru validarea estimatorului de stare, se utilizează şi 

ecuaţiile ce descriu dinamica modelului multiplu (ecuaţiile de stare – ieşire (2.33)). 
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Fig. 2.5. Schema bloc de modelare a observerului multiplu Jamel 

2.2.3. CREŞTEREA ROBUSTEŢEI OBSERVERULUI MULTIPLU 

 Dacă modelul multiplu este afectat de necunoscute de modelare (incertitudini), 
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dinamica sa este reprezentată prin intermediul următoarelor ecuaţii [96] 
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 (2.51) 

sau  
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 (2.52) 

unde  

       ;tuBtxAtu iii   (2.53) 

iA  reprezintă matricele incertitudinilor de modelare, iar  iB  incertitudinile legate 

de intrările sistemului. 

 În [96], pentru cazul modelului multiplu afectat de incertitudini, estimarea stării 

se face considerând vectorii   ,tui  formaţi din erorile de modelare şi erorile de intrare, 

ca vectori asociaţi intrărilor necunoscute. În acest caz, dinamica (2.26) este de tipul 

(2.33) cu modificările:    ;, tutvID iqn    rezultatele obţinute mai sus rămân vala-

bile cu modificările tocmai menţionate. 

 O altă metodă de estimare a stării în condiţiile modelului multiplu afectat de 

incertitudini este descrisă pe scurt în continuare [96]. Se consideră dinamica (2.51) şi 

observerul multiplu (2.34); dinamica erorii devine în acest caz  

          .
1

21
1





M

i
iiiiii

M

i
iiiii GQduQuGQBxCKNQAeNe  (2.54) 

Dacă sunt îndeplinite simultan condiţiile 

 iiiiiiiiii QdGQBGENKLCKQANECIQ  21 ,,,,  (2.55) 

şi matricea (2.40) este stabilă, dinamica erorii estimatorului de stare este 
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    



M

i
iii uQeNe

1

.  (2.56) 

 Se consideră din nou funcţia Lyapunov (2.12) şi se calculează  .tV  Problema 

proiectării observerului multiplu robust pentru estimarea stării şi defectelor constă în 

determinarea matricelor 21 ,,,,,,, iiiii GGLNPKEQ  astfel încât, pentru   ,0tui  

eroarea de estimare să fie nulă   0lim 


te
t

 şi, pentru   ,0tui  eroarea de estimare 

a stării să fie mărginită, adică 

     ,uie QtuQte   (2.57) 

unde 0  se numeşte nivel de atenuare, iar Qe şi Qu sunt 2 matrice pozitiv definite. 

Pentru a satisface condiţia   ,0lim 


te
t

 este suficientă determinarea funcţiei Lyapunov 

 tV  astfel încât [96] 

             ;02  tutQtuteQtetV iu
T

ie
T  (2.58) 

conform [117], inegalitatea (2.58) se scrie sub forma 

     ,0 ttT  (2.59) 

cu 

    
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2 
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t  (2.60) 

Inegalitatea (2.59) este adevărătă dacă ;0  cu alte cuvinte, este nevoie de rezolvarea 

inecuaţiei matriceal-neliniare 

 .0
2













u
T

ei
T
i

QPQ

PQQPNPN
 (2.61) 

Ţinând cont de a doua ecuaţie (2.55) şi utilizând notaţiile ,, 2 nPKW ii  inecuaţia 

(2.61) se transformă în inecuaţia matriceal-liniară 
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    
,0
















u
T

ei
T

i
T

i
T

i

mQPQ

PQQCWWCQAPPQA  (2.62) 

inecuaţie uşor revolvabilă utilizând LMI tool. Prin rezolvarea acesteia, se determină 

Wi, P şi m; apoi, se determină uşor Ki cu ecuaţia (2.50). Determinarea celorlalte matrice 

necunoscute din ecuaţiile observerului robust se face rezolvând ecuaţiile (2.55). 

2.2.4. VALIDAREA OBSERVERULUI MULTIPLU 

 Observerul Jamel este validat în Matlab/Simulink; a fost aleasă, pentru validarea 

observerului, mişcarea longitudinală a unei aeronave, dinamica acesteia fiind descrisă 

de ecuaţiile (2.3) şi (2.27), cu modificarea   .5.05.05.05.021
TDDD   Validarea 

observerului se face pentru două cazuri: 1) dinamica modelului multiplu fără necunoscute 

de modelare (incertitudini) dar cu intrări necunoscute (modelulul multiplu (2.33)); 2) 

dinamica modelului multiplu cu necunoscute de modelare, acestea fiind interpretate ca 

intrări necunoscute (modelulul multiplu (2.52)). Pentru primul caz, vectorul intrărilor 

necunoscute v a fost ales aleatoriu; pentru matricele de mai sus, au rezultat M=2, n=4, 

m=q=1, p=2. Funcţia de decizie şi funcţiile de activare au fost alese de forma 

 
   

      
      ,1

,tanh12.1

,

12

1

tt

tt

tut





  (2.63) 

însă, la fel de bine, ele puteau fi descrise de ecuaţiile (2.31) şi (2.32). Pentru cazul al 

doilea de simulare, s-a considerat că incertitudinile 2121 ,,, BBAA   reprezintă variaţii 

de 5% ale matricelor 121 ,, BAA  şi ;2B  în primul caz de simulare, aceste incertitudini 

sunt nule. Creşterea robusteţei observerului multiplu (2.34) se face utilizând prima me-

todă prezentată anterior deoarece aceasta are mulţi paşi comuni cu algoritmul Jamel 

pentru cazul fără incertitudini. Rezolvarea inecuaţiei matriceal-liniare (2.49) se face în 

Matlab/Simulink, în raport cu necunoscutele P şi Wi, i=1, 2, prin intermediul instruc-

ţiunilor: setlmis, newlmi, lmivar, lmiterm, getlmis, feasp şi dec2mat. 

 Pentru cazul 1 de simulare (dinamică fără incertitudini) s-au obţinut matricele 
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în timp ce, pentru cazul 2 de simulare (dinamică cu incertitudini) au rezultat matricele 
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 S-au obţinut caracteristicile de timp din fig. 2.6 – erorile      ;ˆ txtxte iii   în 
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primul dintre cele două grafice 2.6 sunt prezentate erorile de estimare asociate vectorului 

de stare pentru primul caz de simulare (model multiplu fără incertitudini), în timp ce în 

cel de-al doilea grafic 2.6 sunt prezentate erorile de estimare asociate vectorului de 

stare pentru al doilea caz de simulare (model multiplu cu incertitudini). 
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Fig. 2.6. Erorile de estimare ale observerului Jamel (cu şi fără incertitudini) 

 Un alt observer multiplu ce permite estimarea stării unui sistem neliniar este 

prezentat în [7]; sistemului neliniar, pentru care se proiectează observerul multiplu, îi 

corespunde modelul multiplu Takagi-Sugeno (2.33), observerul asociat acestuia fiind 

descris de ecuaţiile (2.34). Autorii lucrării [7] folosesc acelaşi observer multiplu pentru 

estimarea stării, diferenţa fiind făcută de modul în care se determină matricele P şi Ki, 

precum şi de modul în care se verifică stabilitatea matricei (2.40). Astfel, utilizând din 

nou notaţia Q=I+EC, în [7] se arată că eroarea observerului (ecuaţia (2.35)) tinde la 

zero dacă sunt îndeplinite simultan condiţiile (2.43) şi dacă este asigurată stabilitatea 

matricei N
~

 (expresia (2.40)). În [96], determinarea matricelor P şi Ki se face prin 

rezolvarea inecuaţiei matriceale (2.42), care, utilizând a doua ecuaţie (2.43) şi notaţia 

Wi=PKi, conduce la inecuaţia matriceal-liniară (2.49) - inecuaţie cu necunoscutele P şi 

Wi. În cadrul lucrărilor [7] şi [31], se arată că rezolvarea inecuaţiei (2.42) este echivalentă 
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cu rezolvarea inecuaţiei 

     ,0
2

1

2

1
 T

ii
T
ii NNPPNN  (2.64) 

care, prin înlocuirea matricelor Ni cu ,CKQA ii   conduce la  

                  .0
2

1

2

1
 T

iiii
T

iiii CKQACKQAPPCKQACKQA  (2.65) 

Inecuaţia (2.65) este neliniară în raport cu P şi Wi ; în locul utilizării notaţiei Wi=PKi, 

pentru a transforma inecuaţia într-una liniară, se poate folosi procedura din [31]. 

Procedura se bazează pe liniarizarea în jurul unor valori iniţiale K0 i şi P0. Astfel [7], 

 ;, 00 iiii PPPKKK   (2.66) 

cu acestea, inecuaţia (2.65) conduce la sistemul de inecuaţii 
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În continuare, negljijând termenii de ordinul 2, prima inecuaţie (2.67) devine 
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 Rezolvarea inecuaţiei (2.68) în raport cu P  şi iK  este o operaţiune destul de 

dificilă datorită faptului că nu există o metodă efectivă de alegere a valorilor iniţiale 

iK0  şi ,0P  putând astfel exista alegeri nefavorabile pentru care inecuaţia matriceal-

liniară (2.68) nu conduce la o soluţie. Pentru a limita variaţia lui Ki şi P, în [7] se intro-

duc câteva constrângeri suplimentare: 
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constrângerile (2.69) pot fi scrise şi sub forma inecuaţiilor matriceale 
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 În consecinţă, determinarea matricei simetrice şi pozitiv definite P şi a matricelor 

Ki se face rezolvând inecuaţiile matriceal-liniare (2.68) şi (2.70) în raport cu P  şi iK  

şi apoi utilizând ecuaţiile (2.66). 

 Tot în [7] este analizată viteza de convergenţă a observerului multiplu (2.34) şi 

se arată că această viteză depinde de valorile proprii ale matricei   ;
~

1




M

i
ii NN  mai 

mult, este prezentată o metodă de îmbunătăţire a performanţelor observerului multiplu. 

În acest sens, se utilizează o proprietate din [176], conform căreia observerul multiplu 

(2.34) este observabil local dacă perechiile   ,,1,, MiCQAi   sunt observabile. Pentru a 

fi siguri de convergenţa erorii de estimare a observerului, se defineşte, în planul complex, 

o zonă S (α , β) care este intersecţia dintre cercul de centru (0,0) şi rază β şi semiplanul 

stâng complex delimitat de verticala cu ecuaţia x=-α , unde α este o constantă pozitivă. 

În [7] se arată că valorile proprii ale matricei N
~

 aparţin zonei S(α , β) dacă există 

matricele P  şi iK  astfel încât,   ,,1 Mi   
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 (2.71) 

unde .00 CKQAN iii   
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2.3. OBSERVERUL MULTIMPLU AKHENAK (VARIANTA 2) 

 Un alt observer multiplu a fost proiectat în [8]; faţă de cazurile prezentate până 

acum, observerul din [8] este dedicat sistemelor neliniare cu intrări necunoscute ce 

influenţează atât vectorul de stare cât şi vectorul de ieşire. Scopul estimatorului de stare 

este acela de a estima vectorul de stare şi vectorul intrărilor necunoscute. Metodologia 

de proiectare a observerului multiplu din [8] este prezentată în continuare. 

2.3.1. STRUCTURA MODELULUI MULTIPLU 

 Se consideră modelul multiplu descris de ecuaţiile [8] 

 
           

     









 


,

,
1

tFvtCxty

tvDtuBtxAttx
M

i
iiii

 (2.72) 

unde   1 ntx M  este vectorul de stare al sistemului,    1mtu M  vectorul intrărilor 

cunoscute,    1qtv M  vectorul intrărilor necunoscute,    1pty M  vectorul de ieşire, 

iar npC M  este matricea de ieşire a sistemului. Pentru modelul local „i”, nn
iA M  

este matricea asociată stării,  mn
iB M  matricea de intrare, qn

iD M  şi  qpF M  

matrice de trasmisie. Funcţiile de activare    ,,1, Miti   au proprietăţile (2.2). În 

cele ce urmează, pentru uşurinţa notaţiilor, dependenţa de timp (t) este omisă. 

2.3.2. PROIECTAREA OBSERVERULUI MULTIPLU 

 Se consideră observerul multiplu [8] 

 
   











 


,ˆ

,
1

Eyzx

yLuGzNz
M

i
iiii

 (2.73) 

unde pn
i

mn
i

nn
i LGN   MMM ,,  sunt matrice de amplificare ale observerului local 

„i”, iar   pnE M  matrice de transformare. Matricele iii LGN ,,  şi E trebuie determi-
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nate astfel încât vectorul de stare estimat x̂  să tindă către .x  

 Se consideră eroarea observerului multiplu ,x̂xe   care se exprimă, utilizând 

ecuaţiile (2.72), (2.73) şi notaţia ,ECIQ   după cum urmează [8] 

           .ˆ EFvzQxEFvECxzxFvCxEzxxxe   (2.74) 

 Utilizând ecuaţiile (2.72)-(2.74), dinamica erorii observerului este [8] 

              ,
1




M

i
iiiiiiiii vEFvFKQDuGQBxCKNQAeNe   (2.75) 

unde Ki are forma (2.37). Dacă sunt îndeplinite simultan condiţiile 

 ,0,,,  EFCKQANQBGFKQD iiiiiii  (2.76) 

eroarea are dinamica (2.38) şi tinde la zero dacă există o matrice simetrică şi pozitiv 

definită P astfel încât,   ,,1 Mi   inecuaţia (2.42) este verificată. Aşadar, constrânge-

rile (2.76) şi (2.42) conduc la determinarea completă a observerului multiplu; în plus, 

matricea F trebuie să aibă rang de coloană maxim, adică   pF rang  [8]. Sinteza 

constrângerilor şi ecuaţiilor prezentate până acum poate fi făcută în cadrul teoremei: 

 Teorema 2.2 [8] 

 Eroarea de estimare dintre modelul multiplu (2.72) şi observerul (2.73) converge 

asimptotic global la zero dacă există matricele P>0, S şi Wi astfel încât,   ,,1 Mi   

sunt îndeplinite simultan condiţiile 

       
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T
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T
i

 (2.77) 

În aceste condiţii, observerul multiplu (2.73) este definit prin intermediul matricelor 
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 Demonstraţie 

 Inecuaţia matriceal-neliniară (2.42), prin înlocuirea lui Ni cu a treia expresia 

(2.76) şi utilizând notaţiile [8] 

 ,, PESPKW ii   (2.79) 

se transformă în inecuaţia matriceal-liniară (2.77) – inecuaţie cu necunoscutele P şi 

;iW  matricele Ai şi C sunt cunoscute, iar matricea S se determină din a treia condiţie 

(2.77) în funcţie de matricea F. Astfel, dacă numărul de coloane asociat matricei C este 

egal cu numărul de linii asociat matricei F, matricea S se calculează cu expresia [7] 

   ;CCFFIS   (2.80) 

o alternativă o reprezintă utilizarea metodei prezentate în [210]. După determinarea 

matricelor P, S şi Wi (care trebuie să verifice şi a doua condiţie (2.77)), se calculează Ki 

din prima ecuaţie (2.79), scrisă sub forma (2.50), şi apoi matricea E utilizând a doua 

ecuaţie (2.79).  
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Fig. 2.7. Schema bloc de modelare a observerului multiplu Akhenak (varianta 2) 

A doua ecuaţie (2.77) se obţine simplu înmulţind la stânga cu P prima ecuaţie (2.76), în 
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timp ce a treia ecuaţie (2.77) se obţine înmulţind la stânga cu P a patra ecuaţie (2.76). 

Au fost, aşadar, demonstrate ecuaţiile (2.77) şi prima ecuaţie (2.78). Obţinerea 

ultimelor 3 ecuaţii (2.78) se face înlocuind în expresiile (2.76) pe Q cu I+EC, pe E cu 

,1SP  pe Ki cu expresia (2.50) şi ţinând cont de ecuaţia (2.37). 

 Pentru rezolvarea inecuaţiei matriceal-liniare (2.77), se utilizează lema Schur sub 

forma: 0~~

~~










RS

SQ
T

 dacă şi numai dacă 0
~
R  şi ;0

~~~~ 1   TSRSQ  lema Schur a fost 

particularizată astfel: 

 .
~

,0
~

,
~

IRSWCCWSCASCAPAPAQ T
i

T
ii

TTT
ii

T
i   (2.81) 

Schema bloc ce modelează ecuaţiile (2.72) şi (2.73) este prezentată în fig. 2.10. 

2.3.3. ESTIMAREA INTRĂRILOR NECUNOSCUTE 

 S-a demonstrat până acum că estimatorul de stare (2.73) este convergent dacă 

sunt satisfăcute condiţiile din teorema 2.2. În regim staţionar, eroarea e tinde la zero; 

înlocuind x  cu x̂  în ecuaţiile (2.72), se obţine [8] 
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 (2.82) 

unde v̂  este estimarea vectorului intrărilor necunoscute (v), iar ŷ  este estimarea ieşirii 

sistemului (y). v̂  se calculează în [8] după cum urmează: 

      
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 (2.83) 

  
;

ˆ
1








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





 
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Dx
W

M

i
ii


 (2.84) 

W trebuie să aibă rang de coloană maxim pentru a putea calcula   .
1 TT WWWW
   

Dacă F are rang de coloană maxim, estimarea intrărilor necunoscute se face astfel [8]: 
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    .ˆˆ 1
yyFFFv TT    (2.85) 

 Proiectarea observerului din [8] se face prin parcurgerea următorilor paşi: 

Algoritmul Akhenak (varianta 2) 

Pasul 1: Se declară matricele ;,1,,,,, MiFCDBA iii   de asemenea, se stabilesc expre-

siile vectorului de decizie ξ(t) şi expresiile funcţiilor de activare    .,1, Miti   
 

Pasul 2: Se determină matricea S din a treia ecuaţie (2.77). 
 

Pasul 3: Se rezolvă inecuaţia matriceal-liniară (2.77) - inecuaţie cu necunoscutele P şi 

Wi; matricele S, P şi Wi determinate anterior trebuie să verifice a doua ecuaţie (2.77). 
 

Pasul 4: Pentru fiecare ,,1 Mi   se determină matricele Ki (ecuaţia (2.50)) şi apoi, se 

calculează matricea E (prima ecuaţie (2.78)) şi Q=I+EC.  
 

Pasul 5: Se calculează matricele Gi, Ni şi Li (ecuaţiile (2.78)) şi se verifică dacă sunt 

îndeplinite simultan condiţiile (2.76) şi dacă matricea N
~

 (ecuaţia (2.40)) este stabilă. 
 

Pasul 6: Utilizând matricele calculate la paşii anteriori, se proiectează observerul descris 

de ecuaţiile (2.73); pentru validarea estimatorului de stare, se utilizează şi ecuaţiile ce 

descriu dinamica modelului multiplu (ecuaţiile de stare – ieşire (2.72)). Se estimează 

vectorul intrărilor necunoscute utilizând ecuaţiile (2.83) şi (2.84), dacă F are rang de 

coloană maxim, sau ecuaţia (2.85) în caz contrar. 

2.3.4. VALIDAREA OBSERVERULUI MULTIPLU 

 Observerul Akhenak (varianta 2) este validat în mediul Matlab/Simulink; a fost 

aleasă, pentru validarea observerului, mişcarea longitudinală a unei aeronave, dinamica 

acesteia fiind descrisă de ecuaţiile (2.72) în care 
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Vectorul intrărilor necunoscute v a fost ales aleatoriu; pentru matricele de mai sus, au 

rezultat .1,4,2  qmpnM  Funcţia de decizie şi funcţiile de activare au 

fost alese de aceeaşi formă ca şi în cazul celuilalt observer multiplu Akhenak, adică:  

                 .tanh15.0,tanh15.0, 21 tttttut   Se determină, în cadrul 

pasului 2, matricea S din a treia ecuaţie (2.77); apoi, se rezolvă inecuaţia matriceal-lini-

ară (2.77) - inecuaţie cu necunoscutele 1,WP  şi .2W  Pentru fiecare ,2,1i  se calculează 

matricele Ki (ecuaţia (2.50)) şi apoi, se determină matricea E (prima ecuaţie (2.78)) şi 

Q=I+EC. În cadrul pasului 5, se determină matricele 212121 ,,,,, LLNNGG  ecuaţiile 

(2.78); s-au obţinut 
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 S-au obţinut caracteristicile grafice din fig. 2.8 şi fig. 2.9.  
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Fig. 2.8. Erorile de estimare ale observerului Akhenak (intrare aleatoare)  
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Fig. 2.9. Variabilele de stare )(txi  şi variabilele de stare estimate )(ˆ txi  

 Simularea se face pentru două cazuri: intrare aleatoare (fig. 2.8) şi intrare de tipul 

xKu ˆ  (fig. 2.9), unde K este matricea de amplificare determinată printr-un algoritm 

optimal (de exemplu algoritmul ALGLX [140]). În fig. 2.8 sunt reprezenate grafic 

erorile de estimare ale observerului multiplu Akhenak (cazul 1: intrarea u de tip 

aleator); în fig. 2.9 sunt reprezentate grafic variabilele de stare )(txi  cu linie continuă 

şi variabilele de stare estimate )(ˆ txi  cu linie întreruptă asociate observerului Akhenak 
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(varianta 2) pentru intrare de tipul .x̂Ku   Din figurile 2.8 şi 2.9 se remarcă anularea 

erorilor de estimare a variabilelor de stare, deci buna funcţionare a observerului multi-

plu de tip Akhenak (varianta 2). 

2.4. OBSERVERE MARX 

 Dacă unui sistem, pentru care se doreşte estimarea vectorului de stare şi, eventual, 

a intrărilor necunoscute, i se ataşază un descriptor de tip Takagi-Sugeno, ecuaţiile 

modelului multiplu sunt diferite faţă de cele de până acum şi, implicit, metodologia de 

proiectare a observerelor este alta. Astfel de observere pentru sistemele descriptor de 

tip Takagi-Sugeno sunt prezentate în cadrul lucrării [157]. 

2.4.1. DINAMICA SISTEMELOR DESCRIPTOR DE TIP  

TAKAGI-SUGENO 

 Ecuaţiile generale asociate unui sistem descriptor de tip Takagi-Sugeno (variantă 

continuă) sunt [157] 

 
           
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

,

,
1

tGvtCxty

tvDtuBtxAttxE
M

i
iiii

 (2.86) 

sau, în variantă discretă, 

 
  
















,

,
1

1

kkk

M

i
kikikikik

GvCxy

vDuBxAEx
 (2.87) 

unde   1 ntx M  este vectorul de stare al sistemului,    1mtu M  vectorul intrărilor 

cunoscute,    1qtv M  vectorul intrărilor necunoscute,    1pty M  vectorul de ieşire, 

iar matricele CDBAE iii ,,,,  şi G  se consideră reale, cunoscute şi constante; matricea 

E poate fi nesingulară. Funcţiile de activare    ,,1, Miti   pentru varianta continuă 
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a ecuaţiilor de stare-ieşire, verifică condiţiile (2.2), iar pentru varianta discretă, condiţiile 

       .,10,1
1

kki

M

i
ki 



 (2.88) 

2.4.2. PROIECTAREA OBSERVERULUI MULTIPLU 

 Forma observerului multiplu propus în [157] este 

 
           
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
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2

1
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tyLtuMtzNttz
M

i
iiii

 (2.89) 

în variantă continuă, sau 

 
  
















,ˆ

,

2

1
1

kkk

M

i
kikikikik

yTzx

yLuMzNz
 (2.90) 

în variantă discretă. 

 Ecuaţiile (2.86) sunt asemănătoare cu cele ale modelului multiplu prezentat în 

[8]; diferenţa este reprezentată de prezenţa matricei E, care, nu întotdeauna este 

matricea unitate astfel încăt modelul (2.86) să fie de tipul (2.72).  

 Pentru a cunoaşte în totalitate observerul multiplu, este nevoie de calculul matri-

celor iii LMN ,,  şi 2T  astfel încât vectorul de stare estimat  tx̂  să tindă către vectorul 

de stare  .tx  Dacă se defineşte eroarea       ,ˆ txtxte   sau, în variantă discretă, 

,ˆkkk xxe   scopul este acela de a determina matricele iii LMN ,,  şi 2T  astfel încât 

  0lim 


te
t

 sau .0lim 
 k

k
e  

 Se presupune că există matricele 1T  şi 2T  astfel încât [157] 

 
;0

,

2

21




GT

ICTET n  (2.91) 

cu acestea, ţinând cont de ecuaţiile (2.86) şi (2.89), eroarea estimatorului de stare devine 
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      .1 tztExTte   (2.92) 

Prin derivare, se obţine dinamica erorii observerului multiplu [157] 

                    
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
M

i
iiiiiiiii tvGLDTtuMBTtxCLETNATteNtte

1
1111 .  (2.93) 

Dinamica erorii este de tipul (2.38) dacă sunt îndeplinite simultan condiţiile [157] 
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 (2.94) 

utilizând notaţia ,2 iii LTNK   constrângerile (2.94) se scriu sub forma 
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 (2.95) 

 Primele 4 condiţii (2.95) înseamnă a determina o matrice   1 MpnnM  astfel 

încât [157] 

 







,

,

ii SN

SR
 (2.96) 
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 (2.97) 

1 M
ie M  sunt vectori coloană cu toate componentele =0 cu excepţia componentei „i” 

care este egală cu 1. Considerând 2 matrice 2121 ,   MM  şi  lj ,  elementele 

matricei ,  produsul Kronecker a celor 2 matrice este  
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 .2211
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,1,

,11,1

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
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
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 (2.98) 

 Determinarea matricei   înseamnă a determina matricele 21 ,TT  şi ;,1, MiKi   

după calculul acestor matrice, Mi se determină din a 5-a ecuaţie (2.95), Ni - din prima 

ecuaţie (2.95), iar Li - din ultima ecuaţie (2.95). Rezolvarea primei ecuaţii (2.96), deci 

determinarea matricei ,  este posibilă doar dacă [157] 

  ,rangrang R
S

R









 (2.99) 

condiţie echivalentă cu 

      ;rangrangrang 1 Gn
GI

DD
R

M

M 










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 (2.100) 

demonstraţia se găseşte în [157]. 

 Dacă este îndeplinită condiţia (2.100), cunoscând matricele R şi S, se rezolvă 

prima ecuaţie matriceală (2.96) şi rezultă 

 ,  TRSR  (2.101) 

în care „+” este simbolul pseudo-inversei, ,  RRIR  iar   1 MpnnT M  este 

determinată mai jos prin rezolvarea unei inecuaţii matriceal-liniare (LMI). Astfel, înlo-

cuind Ω cu forma (2.101) în a doua ecuaţie (2.96), se obţine [157] 

 ;iii STRSSRN    (2.102) 

aşadar, matricele Ni se determină fie utilizând ecuaţia (2.102), fie cu ajutorul primei 

ecuaţii (2.95), după ce, în prealabil, s-a determinat Ω şi, deci, matricele T1, T2 şi Ki.  

 Eroarea observerului multiplu (ecuaţia (2.38)) tinde la zero dacă există o matrice 

simetrică şi pozitiv definită P astfel încât,   ,,1 Mi   este îndeplinită condiţia (2.42). 

Înlocuind în (2.42) pe Ni (ecuaţia (2.102)), se obţine inecuaţia matriceal-liniară [157] 
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         ,0 
i

TT

ii

T

i SRTTSRSSRPPSSR  (2.103) 

în care s-a făcut notaţia    ,1 MpnnPTT M  iar matricele      ,11  MqnMpnR M  

  1 MqnnS M  şi    nMpn
iS  1M  sunt definite de ecuaţiile (2.97).  

 Rezultatul poate fi extins şi pentru cazul descrierii discrete; astfel, inecuaţia 

(2.103), utilizând lema Schur, se scrie sub forma [157] 

  
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

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
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




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ii  (2.104) 

unde  

                          .PSSRPSSRSRTSSRSSRTSR i

T

ii

T

ii
TT

ii    (2.105) 

 Schema bloc ce modelează ecuaţiile (2.86) şi (2.89) este prezentată în fig. 2.10. 
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Fig. 2.10. Schema bloc de modelare a observerului multiplu Marx 

 Sintetizând, algoritmul de proiectare a observerului multiplu prezentat mai sus 

(observerul multiplu Marx – varianta 1) este următorul: 

Algoritmul Marx (algoritmul 1) 

Pasul 1: Se declară matricele MiEGCDBA iii ,1,,,,,,   şi se stabilesc expresiile vec-
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torului de decizie  t  şi expresiile funcţiilor de activare    .,1, Miti   
 

Pasul 2: Se calculează matricele R, S şi Si - ecuaţiile (2.97) şi se verifică îndeplinirea 

condiţiei (2.100); în caz contrar, acest estimator de stare nu poate fi construit. 
 

Pasul 3: Se rezolvă inecuaţia matriceal-liniară (2.103), sau (2.104) pentru varianta dis-

cretă, în raport cu necunoscutele P şi ;T  apoi, se obţine matricea .1TPT   
 

Pasul 4: Se determină matricea Ω utilizând ecuaţia (2.101); prin partiţionarea ei, conform 

(2.97), se obţin matricele 21 ,TT  şi ;,1, MiKi    
 

Pasul 5: Se calculează matricele Ni fie utilizând ecuaţia (2.102), fie cu ajutorul primei 

ecuaţii (2.95); utilizând ultimele două ecuaţii (2.95), se determină matricele Mi şi Li. Se 

verifică dacă matricea N
~

 (expresia (2.40)) este stabilă şi, de asemenea, se verifică dacă 

toate condiţiile (2.95) sunt verificate. 
 

Pasul 6: Utilizând matricele şi vectorii calculaţi la paşii anteriori, se proiectează obser-

verul descris de ecuaţiile (2.89) – varianta continuă sau (2.90) – varianta discretă; pentru 

validarea estimatorului de stare, se utilizează şi ecuaţiile ce descriu dinamica sistemului 

descriptor de tip Takagi-Sugeno (ecuaţiile de stare – ieşire (2.86) sau (2.87)). 

 Observerul Marx (algoritmul 1) este validat în mediul Matlab/Simulink; a fost 

aleasă, pentru validarea observerului, mişcarea longitudinală a unei aeronave, dinamica 

acesteia fiind descrisă de ecuaţiile (2.86) în care 
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Vectorul intrărilor necunoscute v a fost ales aleatoriu; pentru matricele de mai sus, au 
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rezultat .1,4,2  qmpnM  Funcţia de decizie şi funcţiile de activare au fost 

alese de forma:                 .1,tanh14.1, 121 tttttut   Se determină matri-

cele R, S şi Si - ecuaţiile (2.97) şi se verifică îndeplinirea condiţiei (2.100). Se rezolvă 

(2.103) în raport cu P şi ;T  apoi, se obţine matricea .1TPT   Au rezultat: 

.
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 În cadrul pasului 4, se determină matricele 21 , TT  şi ;,1, MiKi   acestea sunt 

utilizate pentru calculul matricelor Ni -  prima ecuaţie (2.95), Mi şi Li  - ultimele două 

ecuaţii (2.95). S-au obţinut 

.
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 De asemenea, au fost obţinute caracteristicile grafice din fig. 2.11.  
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Fig. 2.11. Erorile de estimare ale observerului Marx (algoritmul 1) 

2.4.3. PROIECTAREA UNUI OBSERVER PENTRU ATENUAREA 

INFLUENŢEI INTRĂRILOR NECUNOSCUTE ASUPRA 

SISTEMELOR DESCRIPTOR DE TIP TAKAGI-SUGENO 

 În [157] este proiectat, pe lăngă observerul multiplu prezentat mai sus, şi un 

observer pentru sistemele descriptor Takagi-Sugeno care să minimizeze influenţa intră-

rilor necunoscute asupra procesului de estimare a stării în cazul în care decuplarea de 

sistemul descriptor a intrărilor necunoscute nu este posibilă; cu alte cuvinte, nu este 

posibilă proiectarea unui observer multiplu de tipul (2.89) în care să nu apară vectorul 

intrărilor necunoscute v(t). Metoda este mai puţin restrictivă decât cea prezentată anterior 

deoarece condiţia (2.100) nu mai trebuie îndeplinită. 

 În [220] se demonstrează că sistemul descriptor având ecuaţiile 

 
         
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 (2.106) 

în variantă continuă, sau descris de  



SISTEME DE ESTIMARE A STĂRII APARATELOR DE ZBOR 
 
 

183 

 
  

 






















M

i
kikik

M

i
kikikik

xCy

uBxAx

1

1
1

,

,

 (2.107) 

în variantă discretă, este stabil şi verifică inegalitatea 
22

uy   dacă există o matrice 

simetrică şi pozitiv definită nnP M  astfel încât, pentru varianta continuă, 

 0
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
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T
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T
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T
i  (2.108) 

iar, pentru varianta discretă, 

 ;0
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
IPBBPAB

PBAPCCPAA

i
T
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T
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i
T
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T
ii

T
i  (2.109) 

  este o constantă pozitivă. În acest caz, un observer pentru atenuarea influenţei intră-

rilor necunoscute se poate proiecta dacă eroarea de estimare e(t) şi vectorul intrărilor 

necunoscute v(t) verifică condiţia [157] 

 .
22

ve   (2.110) 

 Proiectarea observerului pentru atenuarea intrărilor necunoscute este sintetizat în 

cadrul următoarei teoreme: 

 Teorema 2.3 [157] 

 Un observer de tipul (2.89), pentru atenuarea influenţei intrărilor necunoscute 

asupra sistemele descriptor având ecuaţiile (2.86) există dacă este satisfăcută condiţia 

  Gn
GC

E
rang

0
rang 








 (2.111) 

şi dacă, în plus, există o matrice simetrică şi pozitiv definită nnP M  şi matricele 

 pnnT M  şi pn
iK M  care,   ,,1 Mi   verifică inecuaţia matriceal-liniară 
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unde 
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 (2.113) 

        ppnnpnpqnnqn RRRR   MMMM 2121 ,,,  sunt definite prin interme-

diul relaţiilor 
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iar ii PKK   şi .PTT   

 În [157] se demonstrează că dacă este îndeplinită condiţia (2.111), există matri-

cele T1 şi T2 astfel încât 

   ,21 SRTT   (2.115) 

în care 

  ;0,
0

qnnIS
GC

E
R 








  (2.116) 

expresiile matricelor T1 şi T2 se obţin astfel [157]: 

 ,, 222111
  TRSRTTRSRT  (2.117) 

unde ,, 11
ii KPKTPT    iar P şi ,T  alături de ,iK  sunt soluţiile inecuaţiei (2.112). 

Pentru determinarea matricelor Ni, Mi şi Li se utilizează prima şi ultimele 2 relaţii (2.95). 

 Pentru descrierea discretă (descriptorul (2.87)), teorema 2.3 se scrie ca mai jos: 

 Teorema 2.4 [157] 

 Un observer de tipul (2.90), pentru atenuarea influenţei intrărilor necunoscute 

asupra sistemele descriptor cu ecuaţiile (2.87) există dacă este îndeplinită condiţia (2.111) 
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şi dacă există o matrice simetrică şi pozitiv definită nnP M  şi matricele  pnnT M  

şi pn
iK M  care,   ,,1 Mi   verifică inecuaţia matriceal-liniară 
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 (2.118) 

unde 1,i  şi 2,i  sunt definite prin intermediul relaţiilor 
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 (2.119) 

expresiile matricelor iKTTRRRR ,,,,,, 212121
  şi T sunt la fel ca mai sus. 

 Algoritmul pentru proiectarea observerului Marx pentru atenuarea influenţei 

intrărilor necunoscute asupra sistemelor descriptor de tip Takagi-Sugeno este următorul: 

Algoritmul Marx (algoritmul 2) 

Pasul 1: Se declară matricele MiEGCDBA iii ,1,,,,,,   şi se stabilesc expresiile vecto-

rului de decizie   ,t  precum şi expresiile funcţiilor de activare    .,1, Miti   
 

Pasul 2: Se verifică îndeplinirea condiţiei (2.111); în caz contrar, estimatorul de stare 

nu poate fi construit. 
 

Pasul 3: Se calculează 
2121 ,,, RRRR  ecuaţiile (2.114) şi se rezolvă LMI (2.112), sau 

(2.118) pentru varianta discretă, în raport cu necunoscutele P, T  şi ;iK  se utilizează ex-

presiile (2.113) sau (2.119). Se calculează apoi ii KPK 1  şi .1TPT   
 

Pasul 4: Se calculează matricele T1 şi T2 folosind ecuaţiile (2.117). 
 

Pasul 5: Se calculează matricele Ni cu ajutorul primei ecuaţii (2.95) şi matricele Mi şi Li 

- ultimele două ecuaţii (2.95). Se verifică dacă matricea N
~

 (expresia (2.40)) este stabilă 

şi, de asemenea, se verifică dacă toate condiţiile (2.95) sunt verificate. 
 

Pasul 6: Utilizând matricele şi vectorii calculaţi la paşii anteriori, se proiectează obser-

verul descris de ecuaţiile (2.89) – varianta continuă sau (2.90) – varianta discretă; pentru 
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validarea estimatorului de stare, se utilizează şi ecuaţiile ce descriu dinamica sistemului 

descriptor de tip Takagi-Sugeno (ecuaţiile de stare – ieşire (2.86) sau (2.87)). 

 Observerul Marx (algoritmul 2) este validat în Matlab/Simulink, fiind ales, acelaşi 

model al mişcării longitudinale ca în paragraful 2.4.2; vectorul intrărilor necunoscute v 

şi funcţiile de activare sunt, şi ele, aceleaşi. Se verifică, în cadrul pasului 2, îndeplinirea 

condiţiei (2.111), iar, în cadrul pasului 3 al algoritmului Marx - varianta 2, se calculează 

,,,, 2121
 RRRR  şi se rezolvă LMI (2.112) în raport cu necunoscutele P, T  şi ;iK  apoi, 

se obţin matricele ii KPK 1  şi .1TPT   Au rezultat matricele 
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În cadrul paşilor 4 şi 5, se determină T1, T2 care, împreună cu matricele ,2,1, iKi  sunt 

utilizate pentru calculul matricelor Ni, Mi şi Li. S-au obţinut 
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Fig. 2.12. Erorile de estimare ale observerului Marx (algoritmul 2) 

 S-au obţinut caracteristicile de timp din fig. 2.12 (erorile de estimare a celor 4 

variabile de stare ale modelului (2.86)).  

2.4.4. PROIECTAREA OBSERVERELOR PENTRU DECUPLAREA 

ŞI ATENUAREA INFLUENŢEI INTRĂRILOR NECUNOSCUTE 

ASUPRA SISTEMELOR DESCRIPTOR TAKAGI-SUGENO 

 Al treilea observer prezentat în [157] este destinat estimării stării sistemelor 

descriptor de tip Takagi-Sugeno, în condiţiile decuplării şi atenuării influenţei intrărilor 

necunoscute. Dacă intrările necunoscute sunt prea numeroase şi decuplarea lor nu este 

posibilă (condiţia (2.100) nu este îndeplinită), se poate face un compromis în proiectarea 

observerului astfel încât să fie asigurate atât decuplarea cât şi atenuarea intrărilor necu-

noscute prin condiţii cât mai puţin restrictive. Într-o prima etapă, estimarea vectorului 

de stare este independentă (decuplată) de vectorul intrărilor necunoscute; apoi, în a doua 

etapă a proiectării estimatorului de stare, norma erorii de estimare este minimizată, adică 

este îmbunătăţită robusteţea observerului [157]. 

 Vectorul intrărilor necunoscute se împarte în  tv  şi   ,tv  matricele asociate lor 

fiind iD  şi, respectiv, ;iD  astfel, ecuaţiile (2.86) devin  
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 (2.120) 

unde   1 qtv M  şi   .1 qtv M  Scindarea intrărilor necunoscute în  tv  şi  tv  se face 

astfel încât să fie îndeplinite condiţiile (2.100). Condiţiile de existenţă ce trebuie satisfă-

cute pentru a putea proiecta noul observer sunt prezentate în cadrul următoarei teoreme: 

 Teorema 2.5 [157] 

 Un observer de tipul (2.89), ce asigură decuplarea vectorului  tv  şi robusteţe 

maximă în raport cu   ,tv  există dacă este îndeplinită condiţia 

      











GI

DD
GGnR

M

M1rangrangrang  (2.121) 

şi dacă, în plus, există o matrice simetrică şi pozitiv definită nnP M  şi matricea 

     pMnnT 1M  soluţii ale inecuaţiei matriceal-liniare 

 02
2,

2,1, 















IT
i

ii  (2.122) 

şi a procesului de minimizare a constantei pozitive ,  unde matricele 1,i  şi 2,i  au 

expresiile 
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iar iSSR ,,  şi iS  sunt 
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1 M
ie M  sunt vectori coloană cu toate componentele = 0 cu excepţia componentei „i” 

care este egală cu 1. 

 Demonstraţie 

 În [157] se demonstrează că dacă sunt îndeplinite condiţiile (2.95) şi ,02 GT  

dinamica erorii noului observer este 

            



M
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iiii tvGKDTteNtte

1
1 .  (2.125) 

Constrângerile anterioare echivaleazǎ cu a determina o matrice Ω astfel încât [157] 

 .SR   (2.126) 

Rezolvarea acestei ecuaţii matriceale este posibilă doar dacă    ,rangrang RSR
TTT   

condiţia fiind echivalentă cu (2.121). Soluţia ecuaţiei (2.126) este [157] 

 ,  RTRS  (2.127) 

în care T urmează a fi determinată. Deoarece matricele Ni şi  GLDT ii 1  pot fi scrise 

sub forma [157] 
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 (2.128) 

stabilitatea dinamicii (2.125) urmează paşii teoremei 2.2 din [157]. Rescriind inecuaţia 

(2.108) pentru tripletul   niii IGLDTN ,, 1   şi alegând ,PTT   se obţine LMI (2.122). 

 Condiţia (2.121) este mai puţin restrictivă decât (2.100). Pentru obţinerea decu-

plării perfecte a tuturor intrărilor necunoscute în (2.120), Di şi G trebuie înlocuite cu 

 ii DD  şi, respectiv,  GG  în (2.121) şi (2.124); se obţine o constrângere mai uşor de 

îndeplinit [157]. Pentru sistemul (2.120) în descriere discretă, adică  
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observerul (2.90), ce asigură decuplarea vectorului kv  şi robusteţe maximă în raport cu 

,kv  există dacă este îndeplinită condiţia (2.121) şi dacă există o matrice simetrică şi 

pozitiv definită nnP M  şi o matrice      pMnnT 1M  soluţii ale inecuaţiei [157] 
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şi a procesului de minimizare a constantei ,  unde matricele 1,i  şi 2,i  au expresiile 

 
.
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2,

1,

iii

iii

SRTSRSP

SRTSRSP

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
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 (2.131) 

 Sintetizând, algoritmul pentru proiectarea observerului Marx pentru decuplarea 

şi atenuarea influenţei intrărilor necunoscute asupra sistemelor descriptor de tip Takagi- 

Sugeno este următorul: 

Algoritmul Marx (algoritmul 3) 

Pasul 1: Se declară matricele MiEGGCDDBA iiii ,1,,,,,,,,   şi se stabilesc expresiile 

vectorului de decizie  t  şi expresiile funcţiilor de activare    .,1, Miti   

Pasul 2: Se verifică îndeplinirea condiţiei (2.121); în caz contrar, acest estimator de 

stare nu poate fi construit. 

Pasul 3: Se calculează ii SSSR ,,,  ecuaţiile (2.124) şi se rezolvă LMI (2.122), sau 

(2.130) pentru varianta discretă, în raport cu P şi ;T  apoi, se calculează .1TPT   

Pasul 4: Utilizând ecuaţia (2.127), se determină matricea Ω; aceasta este de forma (2.97), 

deci, prin partiţionarea ei, se obţin matricele 21 , TT  şi ;,1, MiKi   

Pasul 5: Se calculează matricele Ni cu ajutorul primei ecuaţii (2.95) şi matricele Mi şi Li 

- ultimele două ecuaţii (2.95). Se verifică dacă matricea N
~

 (expresia (2.40)) este stabilă 

şi, de asemenea, se verifică dacă toate condiţiile (2.95) sunt verificate. 

Pasul 6: Utilizând matricele şi vectorii calculaţi la paşii anteriori, se proiectează obser-

verul descris de ecuaţiile (2.89) – varianta continuă sau (2.90) – varianta discretă; pentru 
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validarea estimatorului de stare, se utilizează şi ecuaţiile ce descriu dinamica sistemului 

descriptor de tip Takagi-Sugeno (ecuaţiile de stare – ieşire (2.120) sau (2.129)). 

 Observerul Marx (algoritmul 3) este validat în Matlab/Simulink; a fost aleasă, 

pentru validarea observerului, acelaşi model al mişcării longitudinale ca în paragraful 

2.4.2; vectorul intrărilor necunoscute v şi funcţiile de activare sunt, şi ele, aceleaşi. 

Matricele ,2,1, iDi  şi noile matrice Di se determină prin partiţionarea vechilor matrice 

Di; la fel se întâmplă şi în cazul matricelor G  şi .G  Se verifică, în cadrul pasului 2, 

îndeplinirea condiţiei (2.121), iar, în cadrul pasului 3 al algoritmului Marx – varianta 3, 

se calculează ii SSSR ,,,  şi se rezolvă LMI (2.112) în raport cu necunoscutele P şi ;T  

apoi, se calculează .1TPT   Au rezultat matricele 

 

.

4.01-1.26119-32.96-

253.16272.56-12.55119.53

264.27-2.57-21.87130.23-

106.02-61.02138.6433.38

,

48.7233.6022.2519.69-

109.54358.28-25.5928.12-

163.01-43.12106.09102.41

45.94-105.2231.12-3.04

,

17.16148.38-247.12-110.05-

266.83252.18292.89-69.84

93.1728.09-161.3974.03

122.53165.14-38.8681.42-

,

141.0317.32-232.60-30.12

554.43294.98-89.28-103.61-

326.54-35.62196.12-70.02-

42.5487.2433.9734.13

,,

1.252000

01.25200

001.2520

0001.252

141312

1114131211



































































































TTT

TTTTTTP

 

 În cadrul pasului 4, se determină matricele 21 , TT  şi ;2,1, iKi  acestea fiind uti-

lizate pentru calculul matricelor Ni, Mi şi Li. S-au obţinut 

.
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Fig. 2.13. Erorile de estimare ale observerului Marx (algoritmul 3) 

 S-au obţinut caracterisiticile de timp din fig. 2.13 (erorile de estimare a variabi-

lelor de stare ale modelului (2.86)). 
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Fig. 2.14. Erorile de estimare asociate celor 3 variante de observer multiplu Marx 

 Evoluţiile în timp ale erorilor asociate celor 4 variabile de stare sunt, aşadar, pre-
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zentate în fig. 2.11 (algoritmul Marx – varianta 1), fig. 2.12 (algoritmul Marx – varian-

ta 2) şi, respectiv, fig. 2.13 (algoritmul Marx – varianta 3). Toate cele trei variante de ob-

server multiplu Marx au fost implementate software pentru acelaşi tip de avion, aceeaşi 

dinamică, funcţii de activare, etc. În aceste condiţii, se pot compara vitezele de conver-

genţă ale celor trei variante de observer Marx reprezentând grafic, în acelaşi sistem de 

coordonate, cele 4 erori de estimare – fig. 2.14. Vitezele de convergenţă ale celor 3 ob-

servere Marx sunt  apropiate, cu un mic avantaj pentru varianta 1. 

2.4.5. PROIECTAREA UNUI OBSERVER PENTRU        

DETECŢIA DEFECTELOR 

 În cadrul acestui paragraf, observerele pentru decuplarea şi atenuarea intrărilor 

necunoscute sunt utilizate pentru detectarea defectelor. Se consideră un sistem desscriptor 

de tip Takagi-Sugeno afectat de defectele   1 qtf M  şi perturbaţiile   ;1 qtw M  ecua-

ţiile asociate acestui sistem sunt [157] 
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 (2.132) 

în variantă continuă, sau 
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în variantă discretă. Se presupune că perturbaţiile sunt mărginite, adică   ,ii tw   

respectiv   qiw iki ,1,   şi   .k  Detectarea defectelor se poate face utilizând 

metoda prezentată în [230]; în cadrul acestei metode, sunt proiectate „q” observere pentru 

decuplarea şi atenuarea intrărilor necunoscute. Observerul „r” este proiectat consi-derându-se 

că defectul „r” este intrare necunoscută. Un subset al perturbaţiilor r  este considerat în 

[157] astfel încât să fie îndeplinită constrângerea (2.121); cu alte cuvinte, observerul „r” 

este proiectat pentru sistemul descris de ecuaţiile (2.120), unde, de data aceasta [157], 
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unde notaţia rM  este asociată coloanei „r” a unei matrice M, iar r  reprezintă comple-

mentul lui .r  Ca o consecinţa, estimarea ieşirii observerului „r” este sensibilă la toate 

defectele, insensibilă la defectul „r” şi la un set de perturbaţii r  şi are robusteţe maxi-

mă la toate perturbaţiile ce aparţin setului .r  Metoda clasică de detecţie a defectelor 

se bazează pe faptul că defectul „r” apare dacă semnalele reziduale, cu excepţia celui al 

„r”-lea sunt mult diferite de zero. Astfel, pentru fiecare defect   ,tf r  respectiv ,
kr

f  se 

proiectează un observer de tipul celui din paragraful anterior, acesta fiind sensibil la 

toate defectele cu excepţia   ,tf r  respectiv ,
kr

f  insensibil la   ,twi  respectiv ri iw
k

,  

şi având robusteţe maximă în raport cu   ,twi  respectiv ., ri iw
k

  Apoi, se calculează 

marginea superioară a perturbaţiilor [157] 

 ;2



ri

ir  (2.135) 

pentru fiecare componentă a ieşirii   ,ty j  respectiv ,
kj

y  se calculează norma L2, notată 

cu 
jrg  utilizând perturbaţiile   ,, ri itw   respectiv  ,, ri iw

k
  eroarea de ieşire 

şi vectorul boolean 
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pentru varianta continuă, respectiv 

  ,
21 kpkk rrkrr bbbb   (2.137) 

pentru varianta discretă;   ,tb
jr  respectiv ,krj

b  se definesc astfel [157]: 
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 (2.138) 
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unde   ,ˆ ty
jr  respectiv ,ˆ

kjry  reprezintă componenta „j” a estimatei ieşirii observerului 

„r”; α este o constantă pozitivă. În continuare, se calculează semnalele „alarmă” ar (t), 

respectiv ,
kr

a  afectate de   ,tfr  respectiv ,
kr

f  definite, în cazul continuu de [157] 

            


 


,contrarcazin,0

,0si,1daca,1 tbtbritbtb
ta

T
rr

T
ii

r  (2.139) 

sau, în variantă discretă, de 
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 În [157] se demonstrează că această structură generalizată de observer este efici-

entă în procesul de detecţie şi izolare a defectelor; structura reprezintă o modificare a 

observerului prezentat anterior; astfel, pentru sistemele descriptor de tipul (2.120), res-

pectiv (2.129), se modificǎ matricele ii DD ,  şi G  după cum urmează [157]: 
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2.5. OBSERVER MULTIPLU DE TIP ALUNECĂTOR 

PENTRU DETECŢIA ŞI IZOLAREA DEFECTELOR 

2.5.1. UTILITATEA OBSERVERELOR MULTIPLE DE TIP 

ALUNECĂTOR ÎN PROCESUL DE DETECŢIE ŞI 

IZOLARE A DEFECTELOR 

 Procedura generală pentru utilizarea observerelor pentru detecţia şi izolarea de-

fectelor constă în 3 etape: 1) estimarea ieşirii sistemului prin intermediul unui observer; 

2) compararea ieşirii estimate cu ieşirea măsurată şi, deci, obţinerea semnalelor reziduale; 

3) analiza semnalelor reziduale pentru a vedea dacă a apărut sau nu un defect în cadrul 

sistemului [6]. Procesul de decizie se bazează fie pe un test simplu cu prag, fie pe 
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utilizarea unui criteriu ce foloseşte o medie a semnalelor reziduale. Atunci când siste-mul 

în cauză este influenţat de intrări necunoscute, este nevoie de decuplarea intrărilor 

necunoscute, aceasta conducând la evitarea unor alarme false în procedura de detecţie a 

defectelor. Această problematică poartă în literatura de specialitate numele de „proble-

mă robustă de detecţie a defectelor” şi se rezolvă prin utilizarea observerelor pentru 

sistemele cu intrări necunoscute [6], [175]. Multe observere [79], [217] au fost proiectate 

pentru sistemele cu intrări necu-noscute, însă puţine lucrări vizează estimatoarele de stare 

pentru sistemele neliniare afec-tate de intrări necunoscute [4], [121]. Pintre cele mai 

utilizate observere pentru siste-mele neliniare se numără observerele multiple pentru 

sistemele descriptor Takagi-Sugeno [220] sau observerele de tip alunecător [6].  

 Conceptul de „alunecare” provine din fosta Uniune Sovietică, anii `60, când efec-

tul introducerii discontinuităţilor în procesul de control al sistemelor dinamice a fost 

folosit. S-a demonstrat atunci că, printr-o alegere convenabilă a legilor de control, stă-

rile unui sistem atingeau şi apoi se menţineau într-o suprafată predefinită din spaţiul stă-

rilor. Această „mişcare”, numită „mişcare de alunecare”, s-a dovedit a fi insensibilă la 

necunoscute sau semnale perturbatoare externe [6]. A rezultat aşa-numitul „control ro-

bust de tip alunecător”, care apoi a fost extins şi la procesul de estimare a stării. Primul 

cercetător în acest domeniu a fost Utkin, care a obţinut o structură discontinuă pentru 

observerul descris în [212]; Walcott şi Zak au utilizat metoda Lyapunov pentru a pro-

iecta un observer pentru care eroarea de estimare a stării scade asimptotic către zero în 

prezenţa unor neliniarităţi mărginite şi incertitudini (necunoscute de modelare) [217]. 

Edwards şi Spugeon au proiectat observere asemănătoare cu cel al lui Walcott & Zak, 

obţinând algoritmi expliciţi de proiectare; a fost utilizată, de asemenea, sinteza regula-

toarelor prin intermediul metodei modelelor continue [24].  

2.5.2. PROIECTAREA OBSERVERELOR MULTIPLE                  

DE TIP ALUNECĂTOR 

 Se consideră un sistem neliniar reprezentat prin intermediul modelului multiplu 

(2.3), în care se neglijează necunoscutele de modelare    ;tAi  semnificaţia şi dimensi-
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unile matricelor ,,1,,,, MiCDBA iii   şi vectorilor          tdtytvtutx i ,,,,,  sunt aceleaşi 

ca în cazul modelului multiplu prezentat în [5]. Mai mult, funcţiile de activare   ,ti   

,,1 Mi   respectă, şi în acest caz, proprietăţile (2.2). 

 Observerul propus în [6] este o combinaţie liniară de observere locale, fiecare 

dintre acestea având structura din [217]. În cadrul proiectării estimatorului de stare, se 

presupune că intrările necunoscute sunt mărginite   tv  şi că există matricele 

pn
iG M  astfel încât CGAA iii

0  au valorile proprii stabile şi există perechile Lya-

punov (P, Qi) astfel încât sunt satisfăcute constrângerile [6] 

 










.,1,

,00

MiPDFC

QPAPA

i
T

i
T

i
T

ii  (2.142) 

 Observerul propus în [6] are forma 

 
                

   









 


.ˆˆ

,ˆˆˆ
1

txCty

tKtxCtyGtuBtxAttx
M

i
iiiiii


 (2.143) 

 Proiectarea observerului presupune determinarea matricelor Gi , Ki şi a vectorilor  

1 q
i M  ce garantează convergenţa exponenţială a lui  tx̂  către  .tx  Ecuaţiile (2.142) 

sunt necesare pentru a putea separa vectorul intrărilor necunoscute v(t) de restul siste-

mului. Primul pas ce trebuie făcut în cadrul procesului de estimare a stării modelului 

multiplu este o primă schimbare de coordonate [6]. 

 Se presupune că perechile  CAi ,  sunt observabile; deoarece ieşirile sistemului 

sunt luate în considerare în cadrul proiectării observerului, este logic ca acestea să 

afecteze schimbările de coordonate astfel încât ieşirile să apară ca şi componente ale 

noului vector de stare. Fără micşorarea generalităţii, matricea de distribuţie C se poate 

scrie întotdeauna sub forma [6] 

  ,21 CCC   (2.144) 

unde   pppnp CC   MM 21 ,  şi   .0det 2 C  
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 Se face schimbarea de coordonate     ,~~ txTtx   în care  

   ;
0~

21








 

CC

I
T ppnpn  (2.145) 

nnT  M
~

 este o matrice nesingulară. În aceste condiţii, noua matrice C, adică ,
~
C  este 

  ,0
~~ 1

pITCC    (2.146) 

în timp ce celelalte matrice ale sistemului sunt [6] 

.~

~
~~

,~

~
~~

,~

~
~~

,~~

~~
~~~

2

1

2

1

2

1

2221

12111


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















































 

i

i

i

i

i

i

ii

ii

D

D
DTD

d

d
dTd

B

B
BTB

AA

AA
TATA iiiiiiii

(2.147) 

După schimbarea de coordonate     ,~~ txTtx   ecuaţiile (2.142) conduc la 

     .
~~~

,
~~~

,
~~~ 1111

i
T

i
T

i

T

i

T
DPFCTQTQTPTP    (2.148) 

Conform ecuaţiei (2.146), rezultă                ;~~~0~~~
22121 txtxtxItxtxCty p

T   de 

asemenea, conform (2.147), modelul multiplu (2.3), cu   ,0 tAi  se scrie acum [6] 

 
             
   













,~

,
~~~~~~

2

1

txty

tdtvDtuBtxAttx
M

i
iiiii


 (2.149) 

unde        .~~~
21

Ttxtxtx   În consecinţă, această primă schimbare de coordonate per-

mite exprimarea directă a vectorului de ieşire ca parte a noului vector de stare [6]. 

 Se utilizează, în continuare, principiile observerelor robuste din [217], acestea 

fiind adaptate pentru cazul observerelor multiple. Astfel, se consideră modelele locale 

  CDBA iii

~
,

~
,

~
,

~
 ecuaţiile (2.149), unde iA

~
 sunt matrice stabile, şi modelele descrise de 

 ,,,, CDBA iii  legătura dintre cele două seturi de matrice făcându-se prin intermediul 

unei alte transformări de coordonate ,T  adică 

    ;~ txTtx   (2.150) 
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în aceste condiţii, se obţin [6], [217] 

 

.
~

,
~

,
~

,
~

,
~

2

1
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1

1

2

1
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12111
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
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
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

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



 
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AA
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 (2.151) 

 Teorema 2.6 [6] 

 Fie  CDBA iii

~
,

~
,

~
,

~
 un model local pentru care există perechea  iFP ,

~  definită 

prin intermediul celei de-a treia ecuaţii (2.148). În acest caz, există o matrice de trans-

formare nesingulară T  astfel încât setul de matrice  CDBA iii ,,,  are proprietăţile: 

1) ,
220210

120110
0














ii

ii

i AA

AA
CGAA ii unde    pnpn

iAA
i

 M11110  sunt matrice stabile; 

2) ,
0

*
22











T
i

i FP
D  unde ppP M*

22  şi   ;0*
22

*
22  T

PP  

3)  ;0
~ 1

pITCC    

4)   .
0

0~

2

111 







 

P

P
TPTP

T  

 Demonstraţie 

 Se consideră perechea  iFP ,
~

 asociată modelului local  CDBA iii

~
,

~
,

~
,

~
 şi matricea 

simetrică şi pozitiv definită (matrice Lyapunov) P
~

 scrisă sub forma [6] 

 ,~~

~~
~

2221

1211 









PP

PP
P  (2.152) 

în care       pnpnP M11

~
 matrice Lyapunov,   .

~
,

~
2212

ppppn PP   MM  Se defineşte 

o schimbare de coordonate prin intermediul transformării 

 ,
0

~~
1211














pI

PP
T  (2.153) 
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matrice nesingulară deoarece     0

~
detdet 11  PT  întucât .0

~~
1111  TPP  

 În demonstraţia proprietăţilor 1) - 4) se utilizează următoarea lemă: 

 Lema 2.2 

 Inversul unei matrice de forma 









I

BA
T

0
 este .

0

11
1 







 





I

BAA
T   

 Utilizând lema 2.2, C  din proprietatea 3) devine succesiv 

    .0
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  (2.154) 

De asemenea, din a 3-a ecuaţie (2.148), se obţine ;
~~~ 1 T

i
T

i FCPD   dacă 1~P  se consideră 

de forma [6]: ,~~
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 (2.155) 

deoarece se poate demonstra uşor că .0
~~ *

2212
*

1211  PPPP  

 Pentru demonstraţia condiţiei 4), se procedează după cum urmează: dacă există o 

matrice simetrică şi pozitiv definită P
~

 ce verifică prima ecuaţie (2.148), matricea 

      111111 ~~~   TTPTTTPTP
TTT  este simetrică şi pozitiv definită pentru 

i
A0  

şi satisface constrângerea   .,1, MiDPFC i
T

i
T   Folosind partiţionarea matricelor 

P
~

 şi ,T  se obţine [6] 
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 (2.156) 
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unde 

 
.
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~
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T 
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 (2.157) 

 De asemenea, în [6] se demonstrează că 
i

A
110  şi 

i
A

220  sunt stabile. Într-adevăr, 

din prima ecuaţie (2.142) şi ecuaţia (2.156), se obţine 
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sau 
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 Dar,  
iii

ACGAA i 111111 110   deoarece     pn
ii GCG  M,011  întrucât 

 .0 pIC   Ca urmare, matricele 
ii

AA
11110   sunt stabile şi, deci, condiţia 1) a fost şi 

ea demonstrată. 

 Se presupune că există o pereche de matrice Lyapunov  iQP
~

,
~  ce verifică 

constrângerea (2.148) pentru fiecare model local „i” descris de matricele  .~
,

~
,

~
,

~
CDBA iii  

Prin intermediul transformării de coordonate (2.150), cu T  de forma (2.153), unde 11

~
P  

şi 22

~
P  submatrice ale matricei P

~
 (ecuaţia (2.152)), modelul multiplu descris de ecuaţia 

(2.149) devine [6] 
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sau  
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 După cum se observă în (2.161),  tx1  nu depinde de vectorul   tv  vectorul 

intrărilor necunoscute, în timp ce  tx2  depinde de  ;tv  în schimb,  tx2  se măsoară 

     .2 txty   S-a reuşit, aşadar, decuplarea intrărilor necunoscute de vectorul de stare 

ce urmează a fi estimat   .1 tx  Observerul multiplu propus în [6] pentru estimarea lui 

 ,1 tx  deci a vectorului        ,21
Ttxtxtx 

 este descris de ecuaţiile [6] 
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sA22  este o matrice stabilă, iar vectorii  ti  se definesc astfel [6]: 
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cu             MiDPtetEtytyte i
T
yiy ,1,,ˆ 22   şi   ppP M2  matrice simetrică şi 

pozitiv definită, soluţie a ecuaţiei Lyapunov 

   .2222222 QPAAP
Tss   (2.165) 

Expresia matricei sA22  va fi dedusă ulterior. Fie      txtxte 111
ˆ   şi        txtxte 222

ˆ  

      .ˆ tetyty y  Prin derivarea acestor erori în raport cu timpul, se obţine [6] 

     

                

  
         

     

           .

ˆ

ˆ,ˆ

1
22

1
2222121

222222

121

1

2
1

111111

















































M

i
iii

s
ii

iiii

iiiyiiii
M

i
i

M

i
ii

tvDtDPteAteAt

dtvDtuBtxA

txAtKteGdtuBtxA
Ct

tytyteteAttxtxte 

 (2.166) 
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 Pentru a demonstra convergenţa asimptotică a observerului multiplu, se consideră 

funcţia Lyapunov [6] 

   ;, 22211121 ePeePeeeV TT   (2.167) 

se calculează  21 , eeV  ţinând cont de (2.142) şi (2.165); se obţine [6] 

                 
.

22
,

222221212222211

2222222211111111

1
21
















 

 vDPeDeeAPeePAe

eAPPAeeAPPAe
eeV

i
T

ii
T

i
TT

i
T

sTsT
i

T
i

TM

i
i

  (2.168) 

 Teorema 2.7 [6] 

 Dacă există o matrice simetrică şi pozitiv definită P2 ce verifică (2.165), dina-

mica erorilor  te1  şi  te2  este asimptotic stabilă. 

 Demonstraţie 

 Fie    pnpn
iQ M1  şi   ppQ M2  matrice pozitiv definite; se consideră, de ase-

menea, matricele Lyapunov    pnpn
iQ Mˆ  definite astfel [6]: 

 .ˆ
1212

1
2221 ii

T
ii QAPQPAQ    (2.169) 

Se consideră, de asemenea,       pnpnP M1  matrice simetrică şi pozitiv definită, soluţie 

unică a ecuaţiei Lyapunov 

 .ˆ
111111 ii

T
i QAPPA   (2.170) 

Se arată că V  (expresia (2.168)) se poate exprima şi sub forma 

     .
22

ˆ
,

2222212122

2221122211

1
21 

















 

 vDPeDeeAPe

ePAeeQeeQe
eeV

i
T

ii
T

i
T

T
i

TT
i

TM

i
i

  (2.171) 

Se demonstrează uşor că [6] 

 
   

1212
1

2221112122

222112221212
1

2221212
1

22
ˆ

eAPQPAeeAPe

ePAeeQeeAPQeQeAPQe

i
T

i
T

i
T

T
i

TT
i

T

i








 (2.172) 
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şi, în aceste condiţii, V  devine 

            ,22~~ˆ
222222221212

1
22211

1

vDPeDeeQeeAPQPAQeV i
T

ii
T

i
T
ii

T
ii

T
M

i
i  


  (2.173) 

cu 

 .~
1212

1
222 eAPQee ii
   (2.174) 

Folosind acum ecuaţia (2.169), V  capătă forma [6] 

    .22~~
22222222111

1

vDPeDeeQeeQeV i
T

ii
T

i
T
ii

T
M

i
i  



  (2.175) 

Se presupune că .02 e  Folosind acum ecuaţia (2.164), V  devine 

    .22~~
222222222111

1

vDPeDPeeQeeQeV i
T

i
T

i
T
ii

T
M

i
i  



  (2.176) 

Având în vedere că v este mărginit, rezultă 

            
   
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











 (2.177) 

Dacă ,02 e  V  devine [6] 

                          ;,1si0~,,0~~
21222111

1

MieeeQeeQeV ii
T
ii

T
M

i
i 



  (2.178) 

s-a demonstrat, aşadar, că erorile  te1  şi  te2  tind către zero în mod exponenţial. În 

concluzie, observerul multiplu de tip alunecător se scrie [6] 

 
                

   









 


,ˆˆ

,ˆˆˆ
1

txCty

tKtxCtyGdtuBtxAttx
M

i
iiiiiii


 (2.179) 

unde 
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     
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 (2.180) 

             .,1,,ˆ 2 MiDtetEtytxCte i
T
yiy   (2.181) 

2.6. ESTIMAREA PARAMETRILOR NECUNOSCUŢI       

DIN ECUAŢIILE DE STARE PRIN INTERMEDIUL 

OBSERVERELOR MULTIPLE 

 Observerele multiple pot avea şi altă utilizare pe lângă estimarea vectorului de 

stare şi a vectorului intrărilor necunoscute. De exemplu, în [163], observerele multiple 

sunt utilizate pentru estimarea parametrilor necunoscuţi din ecuaţiile de stare asociate 

unui sistem liniar şi invariant în timp. Matricele ce conţin necunoscute se scriu, mai 

întâi, ca şi combinaţii liniare a câtorva matrice virtuale, ponderile utilizate fiind în strân-

să legătură cu parametrii ce trebuie estimaţi. Se va demonstra că ieşirea unui sistem 

liniar este combinaţia liniară a estimărilor ieşirilor generate de observerele multiple cu 

aceleaşi ponderi cu cele utilizate pentru scrierea elementelor matricelor necunoscutelor. 

Astfel, se determină ponderile combinaţiei liniare şi formula de estimare pentru parame-

trii necunoscuţi [163]. 

 Se consideră ecuaţia de stare 

           ,,...,,,...,, 2121 tubbbBtxaaaAtx qp   (2.182) 

unde x(t) este vectorul de stare, iar u(t) – vectorul intrărilor sistemului. În cadrul matri-

celor A şi B, piai ,1,   şi qjb j ,1,   reprezintă parametrii necunoscuţi ce urmează a 

fi estimaţi. În [163] se utilizează relaţiile 

     



q

i
jjq

p

i
iip BbBbbbBAaAaaaA

1
021

1
021 ;,...,,,,...,,  (2.183) 
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0A  şi 0B  sunt matrice obţinute din  paaaA ,...,, 21  şi  qbbbB ,...,, 21  înlocuind cu 0 toate 

elementele ia  şi ;jb  matricele piAi ,1,   şi qjBj ,1,   se obţin din   021 ,...,, AaaaA p   

şi, respectiv,   021 ,...,, BbbbB q   făcând toate elementele ia  şi jb  egale cu 1 şi toate 

celelalte elemente egale cu 0 [163]. Ieşirea sistemului este 

     ;tCxty   (2.184) 

matricea C nu conţine parametrii necunoscuţi. Se face presupunerea    paaaAC ,...,,, 21  

pereche detectabilă   .,1, piai    

 Se doreşte, în continuare, estimarea parametrilor necunoscuţi ia  şi jb  utilizând 

doar semnalul de intrare u(t) şi cel de ieşire y(t). În acest sens, se utilizează transfor-

marea [163] 

     ,
~

1 2111
T

r
T

qp Tbbaa    (2.185) 

transformare ce face legătura între ai, bj şi ,,1, rkk   unde ;1 qpr  matricea 

T
~

 din ecuaţia (2.5) are forma [163] 

 ,
11

~












T
T  (2.186) 

unde    1 qpqpT M  se alege astfel încât T
~

 să fie nesingulară. Ţinând cont de ecuaţia 

(2.185), expresiile (2.183) devin 

     



r

k
kkq

r

k
kkp BbbbBAaaaA

1
21

1
21 ,,...,,,,...,,  (2.187) 

în care kA  şi kB  sunt matrice obţinute din  paaaA ,...,, 21  şi  qbbbB ,...,, 21  prin înlo-

cuirea valorilor qp bbbaaa ,...,,,,...,, 2121  cu valorile calculate cu ajutorul ecuaţiei 

(2.185) cu particularizarea  kllk  0,1  [163]. În aceste condiţii, matricele kA  

şi kB  au expresiile 
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   ,,1,,
1

0
1

0 rkBtBBAtAA
q

j
jkjpk

p

i
ikik  






 (2.188) 

unde kit  este elementul de pe linia „i” şi coloana „k” a matricei T (ecuaţia (2.186)). 

 Relaţiile (2.187) reprezintă combinaţii liniare între kA  şi ,kB  ponderile asociate 

acestor combinaţii, adicǎ rkk ,1,   satisfăcând condiţia [163]:  

 



r

k
k

1

.1  (2.189) 

Ecuaţiile de stare-ieşire şi stare-intrare (ecuaţiile (2.182) şi (2.184)), utilizând formele 

(2.187), devin 

 
      
   










 


.

,
1

txCty

tuBtxAtx
r

k
kkkk

 (2.190) 

 Determinarea ponderilor rkk ,1,   echivalează cu determinarea necunoscutelor 

piai ,1,   şi .,1, qjb j   

 Alegând 1k  şi   ,0 kll   se consideră sistemele virtuale 

 
     
   







.

,

txCty

tuBtxAtx

k

kkkk  (2.191) 

Se presupune că există matricele rkLk ,1,   care satisfac ecuaţiile [163] 

 CLACLACLA rr  2211  (2.192) 

şi   CLA kk  matrice stabile. Pentru sistemele virtuale (2.191), se introduc observerele: 

 
         
   









,,1,ˆˆ

,ˆˆ
:

rktxCty

tuBtyLtxCLAtx
O

k

kkkkkk
k


 (2.193) 

unde u(t) şi y(t) sunt intrările observerelor (2.193). Estimarea stărilor  txk  înseamnă 
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determinarea semnalelor  txkˆ  şi  .ˆ tyk  Dependenţa între vectorul ieşirilor măsurabile 

y(t) şi cel asociat ieşirilor estimate  tykˆ  ale sistemelor virtuale (2.191) este de forma 

[163]:     ,ˆlimlim tyty
tt


  în care 

         .ˆ...ˆˆˆ 2211 tytytyty rr  (2.194) 

În regim staţionar,     .ˆ tyty    

 Pentru proiectarea observerelor ,,1, rkOk   este nevoie de determinarea matri-

celor ,,1, rkLk   ce satisfac ecuaţiile (2.192). Detectabilitatea perechii  kAC ,  este 

necesară pentru ca  CLA kk   să fie matrice stabile; dar kA  sunt dependente de 

pit ki ,1,   (ecuaţiile (2.188)). Deci, matricea T (ecuaţia (2.186)) trebuie aleasă astfel 

încât perechile  kAC ,  să fie detectabile. Existenţa unei astfel de matrice este garantată 

de presupunerea conform căreia   paaaAC ,...,,, 21  este detectabilă pentru valorile 

;,1, piai   de exemplu, kit  se află în vecinătatea parametrilor necunoscuţi ai. În acest 

caz, kA  este apropiată de  paaaA ,...,, 21  şi   kAC ,  detectabile întrucât perechea 

  paaaAC ,...,,, 21  este detectabilă. În consecinţă, T se alege astfel încât   kAC ,  

perechi detectabile şi L1 se alege astfel încât    CLA 11  stabilă. Apoi, din (2.192), 

pentru orice ,,1 rk   se determină Lk astfel încât [163] 

 .11 CLACLA kk   (2.195) 

 Utilizând ecuaţiile (2.188), ecuaţia anterioară se reduce la [163] 

    



p

i
kikii rkCLLAtt

1
11 .,2,  (2.196) 

 Identificarea parametrilor ia  şi jb  se face prin intermediul estimării parametrilor 

.k  Această operaţiune se face fie în prezenţa, fie în absenţa zgomotului de măsurare. 

 Pentru estimarea parametrilor k  în absenţa zgomotului de măsurare, se definesc 

vectorul parametric [163] 



SISTEME DE ESTIMARE A STĂRII APARATELOR DE ZBOR 
 
 

209 

   T
r 21  (2.197) 

şi matricele  
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



 (2.198) 

unde .0 21 l   Utilizând ecuaţiile (2.189) şi (2.194), se demonstrează în 

[163] că, în regim staţionar   ,t  

     ,
1

ˆ 
















tYtY

f
T

T
 (2.199) 

unde  ;111 f  de asemenea, dacă   T
TT tYf ˆ  are rang de coloană maxim, rezultă 

             ,ˆ
ˆ

ˆˆ
1





























tY

f
tYf

tY

f
tYft TTTT  (2.200) 

în care  t̂  este estimarea vectorului parametric  .t  Aşadar, estimarea lui  t  se 

face prin intermediul relaţiei (2.200), aceasta însemnând obţinerea estimărilor k̂  (esti-

mările parametrilor k ). Utilizând ecuaţiile (2.185) şi (2.197), se obţin parametrii necu-

noscuţi ia  şi jb  după cum urmează [163]: 

   .ˆ
11  Tbbaa T

qp   (2.201) 

 Dacă semnalul de măsurare este perturbat de un vector de tip zgomot    ,tw  

ecuaţia de ieşire (2.11) este de tipul [163] 

       ;~ twtCxty   (2.202) 

în ecuaţiile (2.193), y(t) va fi înlocuit cu  .~ ty  În aceste condiţii, relaţia (2.194) devine 
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        ,~~limˆlim twtyty

tt



 (2.203) 

în care  tw~  este ieşirea sistemului 
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r

k
kks

 (2.204) 

cu   ;00 z  ecuaţia (2.203) implică [163] 
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 (2.205) 

 Deoarece W  nu este cunoscută, se aplică metoda celor mai mici pătrate pentru 

minimizarea normei 
















YY

f
~
1

ˆ  pentru estimarea vectorului  t̂  [163]: 

             .~ˆ
ˆ

ˆˆ
1


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




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








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

tY

f
tYf

tY

f
tYft TTTT  (2.206) 



 

CAPITOLUL 3 

 
OBSERVERE OPTIMALE PENTRU ESTIMAREA 

STĂRII APARATELOR DE ZBOR 

3.1. INTRODUCERE 

 În trecut, una dintre principalele aplicabilităţi ale soluţiilor problemelor liniare 

de control optimal stochastic a fost legată de faptul că dimensiunea şi complexitatea 

soluţiilor depăşeşte ceea ce este important pentru o lege de control satisfăcătoare. 

Astfel, pentru un sistem descris de n ecuaţii diferenţiale ce includ şi zgomote albe, 

soluţia necesită un filtru de ordinul n. Dacă nu există surse excitante de tip zgomot alb 

pentru sistem, este necesară o dimensiune chiar mai mare pentru filtru. 

 Atunci când, din diferite cauze (perturbaţii stochastice, absenţa unor senzori 

etc.), este imposibilă cunoaşterea perfectă a variabilelor de stare asociate unui sistem, 

utiliza-rea estimatoarelor de stare este esenţială pentru controlul ulterior al sistemului. 

Lucră-rile în care se abordează această tematică utilizează două tipuri de modele 

dinamice: deterministe şi stochastice. În situaţia în care dinamica sistemului este 

afectată de in-certitudini (necunoscute) sau aceasta este parţial cunoscută, 

implementarea observerelor deterministe este o soluţie viabilă. Dintre aceste observere, 

un loc important îl ocupă observerele cu amplificare mare (high-gain observers); în 

cadrul majorităţii observerelor cu amplificare mare, se presupune fie că sistemul nu 

este afectat de perturbaţii externe, fie că acesta nu are o dinamică nemodelată. În cazul 

sistemelor stochastice neliniare, chiar dacă informaţia este completă, estimarea 

optimală a stării este complexă întrucât este nevoie de rezolvarea aşa-numitelor ecuaţii 
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diferenţiale Duncan-Mortensen-Zakai cu soluţii dimensional finite pentru modelele 

liniare, lucru care corespunde, în special, filtrelor Kalman. Proiectarea oricărui 

observer cu dimensiune finită necesită câteva aproximaţii în cadrul procesului de 

minimizare a limitei superioare a erorii de estimare. 

 Dintre observerele optimale, cel mai cunoscut este filtrul Kalman-Bucy ce pre-

supune minimizarea unui criteriu de calitate ce implică eroarea de estimare. În conse-

cinţă, proiectanţii trebuie să proiecteze adesea observere cu ordin redus pentru satisfa-

cerea constrângerilor ce apar datorită complexităţii filtrelor. Un alt motiv este acela că, 

deşi modelul unui sistem are multe grade de libertate, este necesară estimarea numai a 

unui număr mic de variabile de stare. Un alt element important în teoria estimării opti-

male a stării unui sistem o constituie problematica observării asimptotice. Este bine 

cunoscut faptul că filtrul Kalman este şi un observer asimptotic. Oricum, în teoria esti-

matoarelor de stare cu ordin redus, operaţiile de estimare şi cele de observare sunt dis-

tincte, adică un estimator de stare cu ordin redus nu este neapărat şi observer. În multe 

aplicaţii practice, este însă nevoie de proiectarea unor estimatoare de stare cu ordin 

redus care să fie, în acelaşi timp, şi observere pentru o parte dintre stările sistemului. 

 În cadrul acestui capitol, sunt prezentate câteva dintre cele mai importante pro-

ceduri de proiectare a observerelor optimale atât pentru sistemele afectate de pertur-

baţii stochastice cât şi pentru cele afectate de perturbaţii deterministe. 

3.2. ESTIMAREA STĂRII UTILIZÂND METODA CELOR 

MAI MICI PĂTRATE  

 Dinamica aparatului de zbor este descrisă de ecuaţia de stare 

 ,BuAxx +=&  (3.1) 

cu −0x  vectorul valorilor staţionare ale variabilelor de stare; pentru estimarea lui x se 

minimizează indicatorul de performantă [50] 

 ( ) ( ) ,00 nRnxxQxx c
T

c
T +−−=cJ  (3.2) 
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unde cQ  şi cR  sunt matrice simetrice ( ),, T
cc

T
cc RRQQ ==  pozitiv definite şi nesingu-lare, 

iar n  este vectorul zgomotelor senzorilor din ecuaţia  

 .nCxy +=  (3.3)  

Cu aceasta, cJ  devine 

 ( ) ( ) ( ) ( ).00 CxyRCxyxxQxx c
T

c
T −−+−−=cJ  (3.4) 

 Vectorul de stare estimat x̂  se calculează din condiţia de minim a lui cJ  în ra-

port cu ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

∂
∂

=

0
x̂xx

x cJ  

 ( ) ( ) .0ˆˆ 0 =−−− c
T

c
T QxxCRxCy  (3.5) 

Pentru calculul lui ,x̂  se transpune ecuaţia (3.5) şi se obţine  

 ,ˆ 0 yRLCxLQx c
T

c +=  (3.6) 

unde matricea L este 

 ( ) .
1−

+= CRCQL c
T

c  (3.7) 

 Din ecuaţia ,1 IZZ =−  cu 

                                             ,, 1
1 ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
= −

− MO
NL

Z
RC

CQ
Z T

c

T
c                                   (3.8) 

se obţin ecuaţiile 

 ,, CLROIOCLQ c
TTT

c ==+  (3.9) 

din care, prin eliminarea lui ,TO  se obţine matricea 

 ( ) .111111 −−−−−− +−= cc
T

c
T

cc CQRCCQCQQL  (3.10) 

 Cu aceasta, ecuaţia (3.6) devine [50] 
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 ( ),ˆ 00 CxyHxx −+=  (3.11) 

unde 

 ( ) .
1111 −−−− += c

T
c

T
c RCCQCQH  (3.12) 

 Sistemul descris de ecuaţiile (3.1), (3.3) şi (3.11) (aparat de zbor, senzori şi ob-

server) este modelat de schema bloc din fig. 3.1. 

 

 
Fig. 3.1. Modelul sistemului aparat de zbor – senzori – observer 

3.3. CHESTIUNI GENERALE DE PROIECTARE A 

OBSERVERELOR OPTIMALE  

 Considerând sistemul descris de ecuaţia (3.1) – dinamica aparatutului de zbor şi 

sistemul de măsurare descris de ecuaţia 

 ,Cxy =  (3.13) 

se proiectează un observer optimal care să furnizeze un vector de stare estimat .ˆ xx →  

Observerul de stare liniar este descris de ecuaţia [50] 

 ( ),ˆˆˆ yyLBuxAx −++=&  (3.14) 

cu y de forma (3.13) şi −ŷ  vectorul de ieşire estimat, 

 .ˆˆ xCy =  (3.15) 

 Cu (3.13) şi (3.15), ecuaţia (3.14) devine 
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 ( ) LCxBuxLCAx ++−= ˆ&̂  (3.16) 

şi, cu Bu exprimat din ecuaţia de stare (3.1) şi eroarea (abaterea) ,xxe −= ˆ  se obţine 

ecuaţia 

 ., LCAAeAe −==&  (3.17) 

 Matricea de amplificare L a observerului de stare se poate calcula din condiţia ca 

A  să fie stabilă. Cu notaţia yyz −= ˆ  şi ecuaţiile (3.13), (3.15), rezultă ecuaţia 

 .Cez =  (3.18) 

 Dacă A  este matrice Hurwitz, atunci, pentru fiecare matrice 0>cQ  şi ,T
cc QQ =  

există o matrice P>0 care verifică ecuaţia Lyapunov 

 .0=++ c
T QAPPA  (3.19) 

Matricea P din funcţia Lyapunov 

 )()()( tPetetV T=  (3.20) 

asigură realizarea condiţiei 0)( >tV&  iar ecuaţia Lyapunov (3.19) asigură realizarea con-

diţiei de stabilitate ( ) .0)( <tV&  Într-adevăr, derivând funcţia (3.20) şi ţinând seama de 

ecuaţiile (3.17) şi (3.19), rezultă succesiv 

 
Fig. 3.2. Schema bloc de modelare a sistemului de 

comandă optimală a A cu observer liniar de stare 
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        ( ) ( ) .0)( <−=+=+=+= eQeePAAPePeeAeAPePeeePetV c

TTTTTTT &&&  (3.21) 

 În fig. 3.2 este prezentată schema bloc de modelare a sistemului de comandă op-

timală a mişcării aparatului de zbor, constituită din următoarele subsisteme: modelul 

dinamic al aparatului de zbor, sistemul de măsurare, observerul liniar de stare şi subsis-

temul de comandă optimală (matricea de amplificare K). Precizăm că .0== vw  

 Fie cazul mişcării longitudinale a A descrisă de ecuaţia (1.47) şi sistemul de mă-

surare ,Cxy =  cu ;
0110
0100
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=C  deci, variabilele de stare măsurate sunt α  şi ,θ  

implicit [ ] α−θ=ϑϑθ= ,y  fiind panta traiectoriei. Se calculează matricea de ampli-

ficare L a observerului prin metoda poziţionării polilor (impunerea valorilor proprii ale 

matricei ( )LCAA −=  a observerului în circuit închis). Polii observerului se aleg astfel 

încât partea lor reală minimă să fie de 105÷  ori mai mare decât partea reală maximă a 

polilor sistemului condus (dinamicii longitudinale a aparatului de zbor), adică 

 { } { } .Re105Re sistemmaxobservermin λ÷>λ  (3.22) 

S-au impus următoarele valori proprii ale matricei 15.11;-18.90,-2.84,-60.15,- :A  re-

zultă matricea .
0.40-0.02-0.04-0.26-
0.920.070.061.45

103
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅=TL  

 Anterior calculului lui L, trebuie verificat dacă perechea ( )CA,  este observabilă 

şi dacă perechea ( )BA,  este controlabilă; în Matlab/Simulink se pot utiliza 

instrucţiunile obsv, respectiv ctrb; au rezultat două matrice cu rangul egal cu 4; 

deoarece n=4, rezultă că modelul mişcării longitudinale a aeronavei este controlabil şi 

observabil. 

 Folosind schema bloc din fig. 3.2, se calculează erorile de estimare a variabilelor 

de stare folosind observerul descris de ecuaţia (3.16), în absenţa legii de comandă 

(K=0); aceste erori sunt reprezentate în fig. 3.3. Cu vectorul de stare astfel estimat, se 

realizează comanda mişcării longitudinale ,ˆ( xKu −=  cu matricea K obţinută cu 

algoritmul ALGLX [140]); [ ].1.428-10.736-0.316-2.225=K  Utilizând din nou 
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sche-ma bloc din fig.  3.2, se construiesc caracteristicile de timp din fig. 3.4, care 

exprimă variabilele de stare −)(txi  cu linie continuă şi −)(ˆ txi  cu linie întreruptă; se 

constată că →)(ˆ txi  0)( →txi  într-un interval de timp scurt.  
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Fig. 3.3. Erorile de estimare a variabilelor de stare (u=0) 
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Fig. 3.4. Variabilele de stare )(txi  şi )(ˆ txi  - mişcarea longitudinală ( )0≠K  

 În cazul mişcării laterale descrisă de ecuaţia (1.49), cu [ ],1000=C  alegând 

valorile proprii ale matricei A  conform (3.22), adică 1.58,-10.36,-3.97,--66.27,  rezultă 
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matricea [ ].008.011.005.021.1104 −⋅=TL  Folosind aceeaşi schemă bloc ca mai sus, 

se obţin succesiv caracteristicile de timp din fig. 3.5 (erorile de estimare a variabilelor 

de stare ale observerului, pentru K=0) şi din fig. 3.6 (variabilele de stare −)(txi  cu linie 

continuă şi −)(ˆ txi  linie întreruptă). 
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Fig. 3.5. Erorile de estimare a variabilelor de stare (u=0) 
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Fig. 3.6. Variabilele de stare )(txi  şi )(ˆ txi  - mişcarea laterală ( )0≠K  
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3.4. FILTRUL KALMAN 

 În cazul în care aparatul de zbor evoluează în condiţii de perturbaţii aleatoare, se 

folosesc observerele optimale de tipul filtrului Kalman-Bucy. Pentru proiectarea 

acestui filtru, se consideră dinamica aeronavei descrisă de ecuaţia 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )⎩

⎨
⎧

+=
++=

,
,*

tvtxtCty
twtBtutBtxtAtx&  (3.23) 

în care 1×∈ nx M  este vectorul de stare, −∈ ×1mu M  vectorul de comandă, ,nnA ×∈M  

−∈∈ ×× lnmn BB MM *,  matrice; 1×∈ lw M  este un proces aleator de tip zgomot alb, 

−∈ ×1my M  vector măsurat, −∈ ×nmC M  matrice de selectare şi −∈ ×1mv M  zgomot asociat 

senzorilor (proces aleator de tip zgomot alb). 

 Procesele aleatoare w şi v sunt descrise cu ajutorul matricelor de corelaţie 

 ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ],M,M ** tvtvtRtwtwtQ TT ′=′=  (3.24) 

unde [ ]⋅M  reprezintă media, −**,RQ  matrice simetrice şi pozitiv semidefinite care ex-

primă intensităţile zgomotelor w şi v [88], [140] 

 ( )
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( )

( )
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.

000
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000
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000
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⎢
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⎣
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tr

tr
tr
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tq

tq
tq

tQ

ml L

MMMMM

L

L

L

MMMMM

L

L

 (3.25) 

O covarianţă mică implică intrări tip zgomot aproape de medie (zero în acest caz), iar o 

covarianţă mare conduce la intrări zgomot departe de medie. 

 Procesele aleatoare w şi v sunt necorelate între ele, adică 

 ( ) ( ) ( )[ ] .0M =′= tvtwtN T  (3.26) 

În aplicaţii practice, dacă *B  nu se cunoaşte, se poate considera .* BB =  

 Filtrul Kalman-Bucy are drept scop determinarea vectorului de stare estimat 

( )( ),ˆ tx  funcţie de măsurătorile ( )( ),0 ty <τ≤τ  care să minimezeze funcţia [88] 
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 ( )( ),trace tLJ =  (3.27) 

în care L(t) este covarianţa pentru eroarea de estimare 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ].ˆˆ TtxtxtxtxMtL −−=  (3.28) 

 Estimatorul cuadratic liniar (LQE) se numeşte filtru Kalman-Bucy şi este descris 

de ecuaţiile ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ),ˆˆ,ˆˆˆ txCtytytyLtButxAtx =−++=&  în care  

 ( ) ( ) ( ) ( );** tRtCtPtL T=  (3.29) 

( )tP*  este o matrice pozitiv definită - soluţie a ecuaţiei Riccati [88] 

         ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tBtQtBtPtCtRtCtPtAtPtPtAtP
TTT ****1***** +−+=

−&  (3.30) 

sau  

           ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,0****1**** =+−+
−

tBtQtBtPtCtRtCtPtAtPtPtA
TTT  (3.31) 

dacă sistemul este considerat invariant în timp. Considerând ( ) ( ) ( )−−= txtxte ˆ  eroarea 

de estimare a filtrului, se poate determina ecuaţia asociată dinamicii erorii 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

ˆˆ
*

*

tvtLtwtBtetCtLtAtvtL

txtCtxtCtLtutBtxtAtwtBtutBtxtAte

−+−=−

−−−−−++=&
 (3.32) 

 Aşadar, viteza de convergenţă este dependentă de valorile proprii (părţile reale 

ale valorilor proprii) ale matricei ( ) ( ) ( )( )tCtLtA −  dar şi de zgomotul senzorilor. Asupra 

estimatorului cuadratic liniar (LQE) întotdeauna va exista o influenţă a zgomotului 

procesului ( )w  şi o influenţă a zgomotului senzorilor ( ).v  Alegerea matricei ( )tA  va 

accentua/diminua efectul lui ( )tv  asupra lui ( )tx̂  [88]. 

 Dacă ( )tQ*  şi ( )tR*  sunt matrice simetrice şi pozitiv semidefinite, dinamica 

sistemului este considerată constantă în timp, ( )−*,BA  pereche controlabilă şi ( )−CA,  

pereche detectabilă, se poate determina ( )tP*
 ca soluţie a ecuaţiei (3.31) şi apoi matri-
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cea de amplificare a observerului L(t). Pentru filtrul Kalman-Bucy de tip optimal, se 

obţine funcţia de transfer [88] 

 ( )
( ) ( ).ss
sˆ

LCAI
L

Y
X

−−
=  (3.33) 

Funcţia de transfer face legătura între “măsurători” şi “starea estimată. 

 Schema bloc de modelare a sistemului de comandă optimală a mişcării 

aparatului de zbor este prezentată în fig. 3.2; aceasta este constituită din următoarele 

subsisteme: modelul dinamic al aparatului de zbor, sistemul de măsurare, observerul 

optimal de tip filtru Kalman-Bucy şi subsistemul de comandă optimală (matricea de 

amplificare K).  

 Se consideră mişcarea aeronavei descrisă de ecuaţia de stare (1.47) [140] şi de 

ecuaţia de ieşire vCxy +=  cu ,
0110
0100
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=C  adică [ ] ., α−θ=ϑϑθ=Ty  Alegând 

[ ]01.0* =Q  şi ,
01.00
001.0*
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=R  se rezolvă ecuaţia Riccati (3.31) şi rezultă  

 .

0.579.11
0.244.26
0.93-4.01

9.5811.01-

,

0.440.090.080.02-
0.090.040.040.11-
0.080.040.040.20-
0.02-0.11-0.20-1.73

*

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

= LP  (3.34) 

 Matricele *P  şi L se calculează utilizând instrucţiunea LQE, având sintaxa 

[ ] ( ),,,,,,LQE,, NRQCGAEPL =  în care: ,,, *** RRQQPP ===   G=B*, N este matricea din 

ecuaţia ( ) ( ) ( )[ ] ,0M =′= tvtwtN T  iar E reprezintă vectorul ce conţine valorile proprii ale 

matricei A-LC. Rezultă caracteristicile de timp din fig. 3.7 (erorile de estimare a 

variabilelor de stare cu estimatorul de stare Kalman-Bucy pentru u=0) şi caracteristicile 

de timp din fig. 3.8 pentru legea de comandă xKu ˆ−=  (K calculată cu algoritmul 

ALGLX [140]); caracteristicile exprimă variabilele de stare −)(txi  cu linie continuă şi 

−)(ˆ txi  cu linie întreruptă. 

 Se implementează software filtrul Kalman-Bucy şi pentru cazul mişcării laterale 
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a unei aeronave Boeing 747; ecuaţia de stare a mişcării laterale este (1.49). Se obţin  
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Fig. 3.7. Erorile de estimare a stării estimatorului Kalman-Bucy ( )0=K  
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Fig. 3.8. Variabilele de stare )(txi  şi )(ˆ txi  - mişcarea longitudinală ( )0≠K  

 ;
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0.0238

,

0.01200.00700.00230.0002
0.00700.01040.00270.0016
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0.00020.00160.0004-0.0087
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⎣

⎡

= LP  (3.35) 

erorile de estimare a variabilelor de stare sunt prezentate în fig. 3.9 (pentru K=0), iar 

variabilele de stare )(txi  şi )(ˆ txi  pentru K calculată cu algoritmul ALGLX sunt prezen-

tate în fig. 3.10. 
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Fig. 3.9. Erorile de estimare a stării estimatorului Kalman-Bucy (K=0) 

0 10 20 30 40
-4

-2

0

2

4

6

Timp [s]

[
]

gr
d

β
Δ

0 10 20 30 40
-2

-1

0

1

2

3

4

Timp [s]

[
]

gr
d/

s
z

ω
Δ

0 10 20 30 40
-6

-5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

Timp [s]

[
]

gr
d/

s
x

ω
Δ

0 10 20 30 40
-5

0

5

10

15

20

Timp [s]

[
]

gr
d

ϕΔ

1x
1x̂ 2x

2x̂

3x
3x̂

4x
4x̂

 
Fig. 3.10. Variabilele de stare )(txi  şi )(ˆ txi  - mişcarea laterală ( )0≠K  

3.5. PROIECTAREA OBSERVERELOR ∞H  PENTRU 

SISTEME SINGULARE NELINIARE 

 3.5.1. INTRODUCERE 

 Proiectarea observerelor pentru sistemele neliniare reprezintă o preocupare con-
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stantă în ultimele 2 decenii. Acest lucru se datorează faptului că eroarea de estimare 

este în general necesară pentru controlul sistemului atunci când nu sunt disponibile 

măsurătorile tuturor stărilor sistemului. Pentru sistemele neliniare există câteva metode 

de proiectare a observerelor ce se bazează, de exemplu, pe transformări de coordonate 

[114], [125], [222]. În cadrul altor lucrări [13], nu este nevoie de astfel de transformări 

pentru proiectarea observerelor. O clasă importantă de sisteme neliniare (sisteme 

Lipschitz) sunt analizate pe larg în [186] şi [236]. 

 În literatura de specialitate, se proiectează observere şi pentru sistemele singu-

lare (cunoscute şi sub numele de descriptoare generalizate sau sisteme algebrice dife-

renţiale [46]). Astfel de observere au fost proiectate în cadrul lucrărilor [30], [40], 

[139] etc; pe de altă parte, există şi observere proiectate special pentru sistemele 

singulare cu intrări necunoscute [45], [47], [49]. În ultimii ani, o metodă nouă pentru 

proiectarea observerelor a fost utilizată pentru o clasă de sisteme singulare neliniare, în 

cadrul cărora neliniarităţile se consideră a fi compuse dintr-o neliniaritate Lipschitz şi 

una ale-atorie, ultima fiind interpretată ca perturbaţie (intrare necunoscută) [46]. 

Metoda se ba-zează pe parametrizarea observerelor cu ordin întreg, ordin redus sau cu 

ordin minimal. 

 Problema estimării stării pentru sistemele liniare în prezenţa zgomotelor este 

subiectul mai multor studii în ultimele decenii. Se disting aici metode precum metoda 

filtrului Kalman şi metoda .∞H  În cadrul primei metode, sistemul şi zgomotele se pre-

supun a fi de tip Gausian [48], [167], [168]. Când zgomotul este un semnal arbitrar şi 

mărginit, filtrarea ∞H  permite atingerea unui anumit nivel de atenuare a zgomotului. 

Dintre lucrările ce abordează filtrarea ∞H  pentru sistemele singulare, se remarcă [226] 

şi [227]. În carul acestor lucrări, estimarea stării şi intrărilor necunoscute se face 

simultan pentru sistemele singulare rectangulare; lucrarea [41] este prima în cadrul 

căreia este prezentată filtrarea robustă ∞H  pentru sistemele liniare singulare 

rectangulare. În cadrul acestei lucrări, sunt prezentate observere cu ordin întreg, cu 

ordin redus sau cu ordin minimal pentru sistemele continue sau discrete. 

 În lucrarea [46] este proiectat un observer ∞H  pentru sistemele singulare nelini-
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are de tip Lipschitz pentru cazul în care modelul şi măsurătorile sunt afectate de 

zgomote; metoda din [46] unifică tehnicile de proiectare asociate observerelor cu ordin 

întreg, ordin redus şi ordin minimal. 

 3.5.2. DESCRIEREA SISTEMULUI 

 Se consideră sistemul singular neliniar [46] 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )⎩

⎨
⎧

+=
+++=

,
,,,

2

1

twDtCxty
twDuxFtDftButAxtxE L&

 (3.36) 

cu starea iniţială ( ) ;0 0xx =  în ecuaţiile (3.36), ( ) 1×∈ ntx M  este semi-vectorul de stare, 

( ) −∈ ×1mtu M  vectorul intrărilor necunoscute, ( ) −∈ ×1wntw M  vectorul perturbaţiilor ce 

conţine atât zgomotele sistemului cât şi zgomotele de măsurare, ( ) −∈ ×1pty M  vectorul 

măsurătorilor (ieşirilor). Matricea nnE ×∈ 1M  este singulară în cazul în care ;1 nn =  

dimensiunile celorlalte matrice sunt: ,,,, 111 fnnnpmnnn DCBA ×××× ∈∈∈∈ MMMM  

wnnD ×∈ 1
1 M  şi .2

wnpD ×∈M  Neliniaritatea ( )uxFtf L ,,  verifică condiţia Lipschitz 

 ( ) ( ) ( ) ,,,,, 2121 xxFuxFtfuxFtf LLL −λ≤−  (3.37) 

unde λ  este o constantă Lipschitz cunoscută, iar matricea FL are elemente reale. 

 Ecuaţiile (3.36) descriu o clasă largă de sisteme neliniare; de fapt, dacă se consi-

deră sistemul [44], [80] 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )⎩

⎨
⎧

+=
+ϕ++=

,
,,,

2

1

twDtCxty
twDuxFttButAxtxE L&

 (3.38) 

în care neliniaritatea ( )uxFt L ,,ϕ  este de forma [46] 

 ( ) ( ) ( ),,,,, tdDuxFtDfuxFt dLL +=ϕ  (3.39) 

unde ( )uxFtf L ,,  este neliniaritate Lipschitz, ( ) −∈ ×1dntd M  vectorul intrărilor necu-

noscute, iar −dD  matrice cu rang de coloană maxim ( ),rang dd nD =  sistemul de ecuaţii 
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(3.38) este echivalent cu sistemul (3.36) dacă se înmulţeşte acesta la stânga cu matricea 

cu rang de coloană maxim ,⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡π
+
d

D

D
d  unde 

dDπ  este matricea de anulare la stânga a ma-

tricei Dd ( ),0=⋅π dD D
d

 iar +
dD  este inversa generalizată (pseudo-inversa) a matricei Dd 

; aceasta satisface proprietatea .dddd DDDD =+  În aceste condiţii, prima ecuaţie (3.38) 

devine [46] 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),,, 1 twDuxFtDftButAxtxE
ddddd DLDDDD π+π+π+π=π &  (3.40) 

sau  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( );,, 1 twDDtduxFtDfDtBuDtAxDtxED dLdddd
+++++ ++++=&  (3.41) 

a doua ecuaţie (3.38) nu se modifică. În deducerea ecuaţiilor (3.40) şi (3.41) s-a ţinut 

seama de relaţia IDD dd =+  întrucât Dd are rang de coloană maxim. În acest caz, siste-

mul format din ecuaţia (3.40) şi ce de-a doua ecuaţie (3.38) este un sistem de forma 

(3.36). Ecuaţia (3.41) poate fi ulterior utilizată pentru determinarea vectorului intră-

rilor necunoscute d(t). Când intrările necunoscute afectează ieşirea y(t), este uşor de 

demonstrat că sistemul  
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dL&
 (3.42) 

în care d(t) este vectorul intrărilor necunoscute şi ,rang 1qGd =  poate fi adus la forma 

(3.36). În [46] se demonstrează că, fără micşorarea generalităţii, ,
00
0

1 ⎥
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⎦
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⎢
⎣

⎡
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⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=  sunt matricele dG  din 

ecuaţiile (3.39), precum şi partiţionările vectorilor ( ) ( )tytd ,  şi a matricelor 2,DC  şi, 

respectiv, .dD  

 În acest caz, sistemul (3.42) este echivalent cu [46] 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

−++++−=

,

,,,

2222

21121 121

twDtxCty

twDDDtdDuxFtDftuBtxCDAtxE ddLd&
 (3.43) 

cu ( ) ( ) ( ) ( ) [ ] ( ) ( )
( ) .,,

1
21111 1 ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
==−−=

ty
tu

tuDBBtwDtxCtytd d  Demonstraţia se face folosind 

ecuaţiile (3.38)-(3.41), precum şi matricea de anulare pentru .
2dD  

 Modelul (3.36) este unul general şi poate fi utilizat pentru estimarea simultană a 

semi-vectorului de stare (x(t)) şi a vectorului intrărilor necunoscute. Astfel, dacă se 

con-sideră sistemul [46] 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )⎩

⎨
⎧

++=
++++=

,
,,,

2

1

twDtdGtCxty
twDuxtDftdFtButAxtxE

d

d&
 (3.44) 

unde d(t) este vectorul intrărilor necunoscute ce urmează a fi estimat împreună cu x(t). 

Utilizând notaţiile ( )
( ) [ ] [ ] [ ] [ ],0,,,0, IFGCFAE
td
tx

Ldd ====⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= CAEx  sistemul 

(3.44) poate fi adus la forma (3.36); se obţine [46] 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )⎩
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+++=
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,,,
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twDtty
twDuFtDftButt L

Cx
xAxxE &

 (3.45) 

 Pentru proiectarea observerului, se consideră −∈φ × 11 nrM  o matrice cu rang de 

linie maxim astfel încât [44] 

 [ ] .0si00 =φ=φ⇔=φ DEDE  (3.46) 

În aceste condiţii, înmulţind la stânga prima ecuaţie (3.36) cu ,φ  rezultă 

 ( ) ( ) ( ) .01 =φ+φ+φ twDtButAx  (3.47) 

Dacă se face presupunerea  

 ,rang n
C
A
E

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
φ  (3.48) 
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în [46] se demonstrează că sistemul liniar singular ( )CBAE ,,,  este observabil, adică 

,rang
0
0rang En

E
C
AE

+=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
 dacă şi numai dacă este îndeplinită condiţia (3.48). Întrucât s-

a făcut deja această presupunere, se poate concluziona că sistemul (3.36) este obser-

vabil (condiţie necesară pentru construirea unui estimator de stare). 

 3.5.3. PROIECTAREA OBSERVERULUI 

 Se urmăreşte proiectarea unui observer pentru sistemul (3.36) utilizându-se me-

toda .∞H  În [46], pentru estimarea vectorului de stare asociat sistemului (3.36), se 

proiectează observerul 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )⎩

⎨
⎧

+φ−ζ=
+++ζ=ζ

,ˆ
,,ˆ,

tFytBuQtPtx
uxFtTDftHutJytNt L

&
 (3.49) 

cu ( ) .0 0ζ=ζ  Vectorul ( ) 1×∈ζ qt M  este vectorul de stare al observerului, iar ( ) −∈ ×1ˆ ntx M  

vectorul de stare estimat. Matricele PQTHJN ,,,,,  şi F urmează a fi determinate astfel 

încât, pentru ( ) ,0=tw  eroarea de estimare ( ) ( ) ( )txtxte −= ˆ  converge asimptotic la zero şi 

pentru ( ) ( ) .0,0 →≠ tetw  

 Se consideră [46] 

 ( ) ( ) ( );tTExtt −ζ=ε  (3.50) 

dinamica erorii ( )tε  se calculează utilizând ecuaţiile (3.36) şi (3.49); se obţine [46] 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ),12 twTDJDfTD

tuTBHtxJCTANTEtNtxTEtt
−+Δ+

+−++−+ε=−ζ=ε &&&
 (3.51) 

în care ( ) ( ).,,,ˆ, uxFtfuxFtff LL −=Δ  De asemenea, eliminând ( )tζ  între a doua ecu-aţie 

(3.49) şi ecuaţia (3.50) şi ţinând seama de relaţia (3.47), rezultă 
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 (3.52) 

 Dacă, pe lângă presupunerea (3.48), sunt valabile şi relaţiile 

 [ ] ,,,0 I
C
A

TE
FQPTBNJCTANTE =

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
φ==+−  (3.53) 

ecuaţiile (3.51) şi (3.52) devin [46] 

 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )⎩

⎨
⎧

+φ+ε=
−+Δ+ε=ε

.
,

21

12

twFDDQtPte
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 (3.54) 

Cu notaţiile 121 TDJD −=ϕ  şi ,212 FDDQ +φ=ϕ  ecuaţiile (3.54) devin [46] 

 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )⎩

⎨
⎧

ϕ+ε=
ϕ+Δ+ε=ε

.
,

2

1

twtPte
twfTDtNt&  (3.55) 

În continuare, se determină cele 7 matrice necunoscute ( FQPHJN ,,,,,  şi T) astfel 

încât condiţiile (3.53) să fie satisfăcute şi efectul vectorului perturbaţiilor asupra erorii 

de estimare a observerului să fie minimizat. 

 3.5.3.1. Condiţii de stabilitate 

 Problema proiectării unui observer ∞H  poate fi formulată astfel [46]: Pentru un 

sistem neliniar singular având dinamica (3.36) şi un nivel al zgomotului ,0>γ  trebuie 

determinat un observer de forma (3.49) astfel încât: 1) sistemul erorilor (3.55) să fie 

stabil; 2) în condiţii iniţiale nule, norma L2 a vectorului eroare e(t) este mai mică ca 

norma L2 a vectorului w(t) ponderată cu nivelul de zgomot ,γ  adică ( ) ( ) .
22

twte γ<  

 În ceea ce priveşte analiza stabilităţii sistemului (3.55), în [46] se arată că sta-

bilitatea asimptotică a lui ( )tε  este suficientă pentru ca ( ) 0lim =
∞→

te
t

 întrucât, pentru 
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w(t)=0, se obţine ( ) ( ).tPte ε=  De asemenea, stabilitatea lui e(t), pentru w(t)=0, este 

verificată dacă există matricele pozitiv definite X  şi Π  care verifică inegalitatea ma-

triceal-liniarǎ (LMIs) 

 
( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

<⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

Π−
λ++

<Π

.0

,
2

XTD
XTDPFFPXNXN

I

T
L

T
L

TT  (3.56) 

Pentru demonstraţie [46], se consideră funcţia Lyapunov ( ) ( ) ( )tXttV T εε=  şi se derivea-

ză aceasta în raport cu timpul; rezultă 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]
( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )

( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
;

2

)55.3(

2

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Δ
ε

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

Π−
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⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Δ
ε

≤

≤ΠΔΔ−ΔΔ+Δε+εΔ+ε+ε≤

≤ΠΔΔ−ΠΔΔ+Δε+εΔ+ε+ε=

=Δ+εε+εΔ+ε=εε+εε=

εελ≤

ΔΔ≤

f
t

XTD
XTDPFFPXNXN

f
t

fffffXTDttXTDftXNXNt

fffffXTDttXTDftXNXNt

fTDtNXttXfTDtNtXttXttV

T
L

T
L

TTT

T

PFFP

TTTTTT

T

fIf

TTTTTT

TTT

L
T
L

TT

T

321

43421

&&&

 (3.57) 

 Pentru a demonstra că ,2 εελ≤ΔΔ PFFPff L
T
L

TTT  se particularizează (3.37) pentru 

xx ˆ1 =  şi xx =2  şi rezultă 

 ( ) ( ) ( ) ;ˆ,,,ˆ, eFfxxFuxFtfuxFtf LLLL λ≤Δ⇔−λ≤−  (3.58) 

deoarece ,22222 ε⋅ελ≤⋅λ≤λ≤Δ=ΔΔ PFPFeFeFeFfff L
TT

LL
T

LL
T  se obţine 

.2 εελ≤ΔΔ PFFPff L
T
L

TTT  S-a demonstrat, aşadar, că ( ) ;0<tV&  este, deci, îndeplinită LMI 

(3.56). Mai mult, în [46], se arată că inegalitatea matriceal liniară (3.56), pentru orice 

scalar ,0>μ  este echivalentă cu 

 
( )

.0
2

<⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

μ−
μλ++

IXTD
XTDPFFPXNXN

T
L

T
L

TT

 (3.59) 

Demonstraţia se face alegând Iμ=Π  şi 10 <μ<  [46]. 
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 3.5.3.2. Proiectarea observerului H∞ 

 În cadrul acestui paragraf, este prezentată procedura de proiectare a observerului 

.∞H  Următoarea teoremă furnizează condiţiile suficiente pentru ca sistemul (3.55) să 

fie stabil pentru w(t)=0 şi ( ) ( )
22

twte γ<  pentru ( ) .0≠tw   

 TEOREMA 3.1 [46] 

 Lucrând cu presupunerea (3.48), dinamica (3.55) este asimptotic stabilă pentru 

w(t)=0 şi ( ) ( )
22

twte γ<  pentru ( ) 0≠tw  dacă există matricele simetrice şi pozitiv 

definite X şi Π  astfel încât, pentru matricele 1,,, ϕPNT  şi ,2ϕ  sunt îndeplinite 

simultan condiţiile 

 ( )
( )

⎪
⎪
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,

2
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IPX
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PXTDXPPXNXN

I

TTT

T

TTT

 (3.60) 

unde .2
L

T
L FFI λ+=ρ  

 DEMONSTRAŢIE [46] 

 Mai întâi, se observă că dacă ,0<Σ  din teorema Schur, se obţine inecuaţia 

matriceal-liniară (3.56), deci sistemul (3.55) este stabil pentru w(t)=0. În cazul în care 

( ) ( )tVtw &,0≠  devine [46] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )
( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ] ( ) ( ) ( )
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T
L

T
L

TTTTT
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&&&

 (3.61) 
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Utilizând notaţia 
( )

( )
,
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
Δ
ε

=η
tw
f
t

 ecuaţia (3.61) şi a doua ecuaţie (3.55), rezultă 

 ;2 ηΣη≤γ−+ TTT wweeV&  (3.62) 

dacă 0<Σ  (LMI (3.60)), inecuaţia (3.62) devine ,2 eewwV TT −γ≤&  care, integrată între 0 

şi ∞, conduce la [46] 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,ddd
00

2

0

τττ−τττγ<ττ ∫∫∫
∞∞∞

eewwV TT&  (3.63) 

echivalentă cu  

 ( ) ( ) ( ) ( ) .0 2

2

2

2
2 tetwVV −γ<−∞  (3.64) 

În condiţii iniţiale nule, se obţine 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .2

2
22

2

2

2

2

2
2 twtetetwV γ<⇔−γ<∞  (3.65) 

 Determinarea matricelor observerului se face utilizând, în principal, ecuaţiile 

(3.53); cu notaţia ,~
ψφ+= TT  unde ψ  este o matrice aleasă aleator, ecuaţiile (3.53) 

devin 

 .
~

~

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦
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⎢
⎢

⎣

⎡

φ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ψ

nI
AT

C
A
ET

FQP
JN  (3.66) 

Ecuaţia (3.66) are soluţie dacă şi numai dacă este îndeplinită condiţia [46] 

 .

~
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I
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C
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⎤
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⎢
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⎢
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⎡

φ
 (3.67) 
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Deoarece s-a făcut presupunera (3.48), rezultă .rang

~
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⎡
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

φ  Fie acum R – 

o matrice cu rang de linie maxim aleasă aleator astfel încât 
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În [46] se arată că există întotdeauna matricele K şi T~  astfel încât 

     [ ] .~~ R
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Soluţia ecuaţiei (3.69) este [46] 
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ecuaţie echivalentă cu 
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Aşadar, se poate acum determina soluţia ecuaţiei (3.66) [46]: 
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 (3.72) 

în care 
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⎥
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⎡

2
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Y
Y

 matrice aleasă în mod aleator. Cu notaţiile: 
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 (3.73) 

ecuaţiile (3.72) devin [46] 
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 (3.74) 

Cu acestea, se obţin 

 ,,, 12211 2211 TDTD YTDYY Δ−Λ=Δ−Λ=ϕΔ−Λ=ϕ ϕϕϕϕ  (3.75) 

în care 
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 (3.76) 

În cazul standard (E=I), rezultă 0=φ  şi presupunera (3.48) este întotdeauna verificată. 

Rezultatele obţinute pot fi aplicate în cadrul proiectării observerelor cu ordin întreg şi 

cu ordin redus. 

3.6. PROIECTAREA OBSERVERELOR PENTRU SISTEME 

CU INCERTITUDINI DETERMINISTE ŞI STOCHASTICE 

 3.6.1. INTRODUCERE 

 Inconvenientul utilizării observerelor este legat de faptul că erorile acestora pot 

fi interpretate ca alarme false. Cauza o reprezintă incertitudinile în cadrul sistemelor, 
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acestea putând fi grupate după cum urmează: incertitudini deterministe şi incertitudini 

stochastice. Prima categorie este legată de eroarea de estimare iniţială, eroarea de mo-

delare şi bias, în timp ce incertitudinile stochastice includ zgomote albe sau zgomote 

ale senzorilor. Deoarece observerele sunt afectate de ambele tipuri de incertitudini, în 

etapa de proiectare a observerului, acestea trebuie luate în consideraţie. Observere ce 

iau în consideraţie incertitudinile deterministe au fost proiectate de Spugeon (1990) 

[198], Bhattacharyya 1976 [23], Stefani 1982 [199], Huh & Stein (1994) [90], Shafai 

& Carrol (1985) [191] etc. Observere ce iau în calcul incertitudinile stochastice au fost 

proiectate de-a lungul ultimelor decenii de către Bernstein & Haddad (1989) [20], 

Chen & Zhou (2002) [35] (filtre ∞HH /2 ), Pettersen & Fcfarlane (1994) [182], Xie & 

Soh (1994) [223], Fu & co. (2001) [68], Shaked & co. (2001) [192] etc. (filtre robuste 

de tip Kalman); aceste metode garantează mărginirea erorri medii pătratice a observe-

rului [109]. 

  3.6.2. PROIECTAREA OBSERVERULUI 

 Se consideră un sistem liniar, variabil în timp, descris de ecuaţiile [109] 

 ( )
⎩
⎨
⎧

+=
++Δ+=

,
,

vCxy
wBuxAAx&  (3.77) 

unde 111 ,, ××× ∈∈∈ pmn yux MMM  sunt, respectiv, vectorii de stare, intrare şi ieşire ai 

sistemului; AΔ  este incertitudine deterministă, iar vectorii w şi v  sunt incertitudini 

stochastice ce se consideră a fi necorelate. Se notează cu nnQ ×∈M  şi −∈ × ppR M  

matricele de covarianţă asociate acestor vectori. De asemenea, se consideră că 

perechea (A, C) este observabilă. În aceste condiţii, se poate construi observerul [109] 

 ( ) ( ),ˆˆˆ xCyyLuuBxAx −δ++δ++=&  (3.78) 

în care L este matricea de amplificare a sistemului, uδ  şi yδ  sunt biasurile de măsurare 

asociate intrărilor (u) şi ieşirilor (y); acestea pot fi interpretate ca semnale deterministe. 

 Scăzând membru cu membru ecuaţiile (3.77) şi (3.78), se obţine dinamica erorii 
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 ( ) ,yLuBAxLvweLCAe δ−δ−Δ+−+−=&  (3.79) 

unde xxe ˆ−=  este eroarea de estimare a observerului. 

 Dacă sistemul nu ar fi afectat de semnale deterministe, dinamica erorii observe-

rului ar fi 

 ( ) ;LvweLCAe −+−=&  (3.80) 

în [109] se arată că dacă matricea (A-LC) este asimptotic stabilă, matricea de 

covarianţă a erorii staţionare (notată mai jos cu X) este soluţia ecuaţiei Lyapunov [111] 

 ( ) ( ) ,0=++−+− TT LRLQLCAXXLCA  (3.81) 

cu soluţia [109] 

 ( ) ( ) ( )∫
∞

−− +=
0

;dteLRLQeX tLCATtLCA T
 (3.82) 

matricea X se mai numeşte şi gramian de controlabilitate, variaţia erorii observerului 

măsurându-se prin [109] 
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T
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 (3.83) 

aceasta reprezintă suma elementelor de pe diagonala principală a matricei de 

covarianţă. 

 Considerând un scalar pozitiv ,α  limita superioară a variaţiei erorii observerului 

este exprimată prin intermediul relaţiei [109] 

 ( ) ( ) ( ) .
2
1trdtrtr

0

2

α
⋅+=⋅+≤ ∫

∞
α− TtT LRLQteLRLQX  (3.84) 

α  se numeşte marginea inferioară a ratei de scădere a observerului; altfel spus, viteza 
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de convergenţă a matricei (A-LC) este cel puţin .α  Aşadar, limita superioară ( )( )Xtr  

poate fi minimizată prin maximizarea lui α  şi minimizarea lui L. De aceea, α  şi L se 

consideră factori de robusteţe stochastică pentru observer [109]. 

 Robusteţea deterministă a fost studiată în [90]. În cadrul acestei lucrări a fost 

definit indicatorul 

 ( ) ,
2

1
2

−=μ VVV  (3.85) 

unde ( )Vμ  este o funcţie de matricea vectorilor proprii ai observerului (V) (vectorii 

proprii asociaţi matricei A-LC). Se arată în [90] că numărul de condiţionare ( )Vμ  este 

factor de robusteţe deterministă, el trebuind minimizat pentru asigurarea unei robusteţi 

deterministe; o valoare mare a acestui factor echivalează cu sensibilitate mare a obser-

verului la condiţii iniţiale, erori de modelare sau biasuri, în timp ce o valoare mai mică 

a acestui factor echivalează cu o influenţă redusă a incertitudinilor deterministe asupra 

procesului de estimare a stării. 

 Pentru a asigura atât robusteţe stochastică cât şi robusteţe deterministă, este 

nevoie de maximizarea limitei inferioare a ratei observerului ( ),α  minimizarea 

amplificării observerului (L), precum şi de minimizarea indicatorului ( ).Vμ  Este însă 

nevoie şi de obţinerea unor relaţii între factorii de robusteţe şi amplificarea 

observerului, deci a unor relaţii între α  şi L, pe de o parte, şi α  şi ( ),Vμ  pe de altă 

parte. În [109] şi [90] se precizează că numărul de condiţionare nu poate fi exprimat 

explicit ca funcţie de amplificarea observerului şi nici invers, dar acest număr de 

condiţionare are o limită superioară ce poate fi modificată prin modificarea valorilor 

proprii asociate matricei (A-LC). Mai mult, această limită superioară este o funcţie 

crescătoare de raportul 

 ,
min jiji

F
M

λ−λ
=β

≠

 (3.86) 

unde M se numeşte matrice de nenormalitate şi este o sub-matrice a matricei diagonale 
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ce se calculează în funcţie de transformarea Schur. Numărătorul din ecuaţia (3.86) 

reprezintă norma Frobenius a matricei M, iar jiji
λ−λ

≠
min  reprezintă distanţa minimă 

între valorile proprii. În locul calculului numărului de condiţionare, raportul (3.86) este 

utilizat pentru a obţine o dependenţă de amplificarea observerului pentru robusteţea 

deterministă. 

 În [109] este formulată o teoremă pentru condiţia de stabilitate asociată estima-

torului de stare; condiţia de stabilitate a observerului se bazează pe teoria Lyapunov 

[29], [89] şi este cuprinsă în cadrul următoarei teoreme: 

 TEOREMA 3.2 [109] 

 Pentru constantele 21 ,δδ  şi v0, există o matrice de amplificare a observerului (L) 

ce stabilizează dinamica erorii (3.80) dacă există 0,0,0 21 ≥τ≥τ>P  astfel încât 

 0

0
2
1

0
2
1

2

1 <

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

τ−−

τ−

−+−+

IC

IP

CPPCCPAPA TTT

 (3.87) 

şi 

 .02211 v<δτ+δτ   (3.88) 

În aceste condiţii, observerul este descris de ecuaţia (3.78), cu 

 .
2
1 1 TCPL −=  (3.89) 

 DEMONSTRAŢIE [109] 

 Se consideră funcţia Lyapunov 

 ( ) ( ) ( ),, tPetetev T=  (3.90) 

cu P – matrice simetrică şi pozitiv definită. Condiţia de stabilitate pentru convergenţa 

la zero a erorii observerului este ( ) ,0, <tev&  aceasta devenind [109] 



SISTEME DE ESTIMARE A STĂRII APARATELOR DE ZBOR 
 
 

239 

 ( ) ( )[ ] .0<−−++−+− PLvePeLvPwePeweLCAPPLCAe TTTTTTT  (3.91) 

Dacă se presupune că zgomotele w şi v satisfac condiţiile 

 ,, 21 δ≤δ≤ vvww TT  (3.92) 

adică normele zgomotelor procesului şi a celor de măsurare sunt mărginite, relaţiile 

(3.92) sunt echivalente cu ( ) 1tr SQ ≤  şi ( ) .tr 2SR ≤  În cadrul demonstraţiei, se presupune 

şi că funcţia Lyapunov este mărginită inferior, adică 

 ( ) ,, 0vtev ≥  (3.93) 

unde v0 este o constantă pozitivă. De aici rezultă că dinamica erorii este stabilă în 

domeniul ( ){ }Pve max0 /λ≥  dacă ( ) 0, <tev&  [109]. Dacă se foloseşte procedura din [29] 

şi se introduce o nouă variabilă ,PLS T=  inegalităţile (3.91), (3.92) şi (3.93) pot fi 

com-binate şi rezultă o nouă inegalitate de tipul 
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 (3.94) 

pentru 0,0 21 ≥τ≥τ  şi .03 ≥τ  Inegalitatea (3.94) este echivalentă cu [109] 
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 (3.95) 

Inegalitatea (3.95) este echivalentă cu următoarele 2 inegalităţi matriceal-liniare [109] 
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 (3.96) 

fără micşorarea generalităţii, s-a ales .13 =τ  Bazându-ne pe teorema lui Finsler [29], 
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[89], în cadrul lucrării [109] a fost eliminată matricea S din ecuaţia (3.96) şi s-a obţinut 

 ,0

0
2

0
2

2

1 <

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

τ−
σ

−

τ−

σ
−+σ−+

IC

IP

CPPCCPAPA TTT

 (3.97) 

în care, fără micşorarea generalităţii, se poate alege ,1=σ  obţinându-se astfel inega-

litatea (3.87). Demonstraţia teoremei 3.2 este acum completă. Proiectarea observerului 

(3.78) nu este însă completă fără rezolvarea problemei de optimizare legată de termenii 

de robusteţe deterministă şi stochastică. Aşadar, scopul procesului de optimizare este 

minimizarea amplificării observerului, maximizarea limitei inferioare şi minimizarea 

indicatorului de robusteţe deterministă ( )Vμ  - ecuaţia (3.85) [109]. 

 Pentru început, problema minimizării amplificării observerului poate fi rezolvată 

prin minimizarea valorii singulare maxime a matricei de amplificare. Cum L depinde 

de 1−P  (ecuaţia (3.89)), minimizarea lui L este echivalentă cu maximizarea valorilor 

proprii minime ale matricei P, ceea ce înseamnă maximizarea unei noi variabile k astfel 

încât kIP >  [29]. Bazându-se pe această proprietate, autorii lucrării [109] au formu-lat 

problema minimizării matricei L sub forma unei probleme de maximizate a varia-bilei 

k (teorema 3.3). 

 TEOREMA 3.3 [109] 

 Pentru constantele 21 ,δδ  şi v0, există o matrice de amplificare a observerului (L) 

ce stabilizează dinamica erorii (3.80) dacă este maximizat k, în condiţiile  

 0221121 ,0,0,0, vkkIPP T <δτ+δτ>≥τ≥τ>=  (3.98) 

şi  
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 (3.99) 
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în aceste condiţii, matricea L  se determină tot prin intermediul ecuaţiei (3.89). 

 Pentru maximizarea limitei superioare a ratei observerului ( ),α  se utilizează con-

diţiile de stabilitate din [29]. Astfel, dacă este îndeplinită condiţia [109] 

 ( ) ( )tevtev ,2, α−≤&  (3.100) 

pentru orice traiectorie, funcţia Lyapunov converge exponenţial cu o viteză cel puţin 

egală cu ,2α  iar viteza de scădere a erorii este cel puţin egală cu .α  În plus, cea mai 

mare valoare pentru limita superioară poate fi determinată prin rezolvarea unei 

probleme optimale de maximizare a lui α  [29]. 

 În al treilea rând, este nevoie şi de minimizarea indicatorului de robusteţe deter-

ministă ( ).Vμ  Matricea vectorilor proprii V se obţine din analiza modală a matricei ob-

serverului şi este determinată în mod unic de către P. Astfel, indicatorul de robusteţe 

( )Vμ  poate fi ales ca funcţie obiectiv şi minimizat.  

 În [109] este formulată o teoremă ce însumează optimizarea tuturor celor 3 

funcţii obiectiv prezentate anterior (teorema 3.4). 

 TEOREMA 3.4 [109] 

 Pentru constantele 21 ,δδ  şi v0, există o matrice de amplificare a observerului (L) 

ce minimizează cele 3 funcţii obiectiv şi stabilizează dinamica erorii (3.80) dacă se 

poate minimiza ( )
( )

( ) ,1
*

1
*

1

k
kw

V
Vw −

−
μ
μ  în condiţiile  

 0,0,0,0,0 0221121 <−δτ+δτ>≥τ≥τ>−= vkkIPP T  (3.101) 

şi  
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 (3.102) 

unde .10 1 ≤≤ w  Matricea vectorilor proprii V este obţinută din analiza modală a ma-
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tricei observerului ,
2
1 1 CCPA T−−  iar matricea de amplificare a observerului rezultat se 

calculează tot prin intermediul ecuaţiei (3.89). Valorile ţintă ( )*Vμ  şi *t  sunt introduse 

pentru normalizarea funcţiilor obiectiv, acestea alegându-se ca valori dorite pentru fie-

care funcţie obiectiv în parte. 

 Alegerea valorilor ţintă depinde de cerinţele de estimare. De exemplu, dacă 

acurateţea de estimare este mai importantă ca erorile şi biasurile de modelare, valoarea 

ţintă pentru ( )*Vμ  se alege aproape de 1 pentru asigurarea robusteţei deterministe. 

3.7. METODE OPTIMALE PENTRU DETERMINAREA 

MATRICEI DE AMPLIFICARE A OBSERVERELOR 

 În cadrul procesului de proiectare a estimatoarelor de stare, există numeroase 

metode pentru determinarea matricei de amplificare a observerului, scopul principal 

fiind asigurarea stabilităţii asimptotice a erorii. Dintre aceste metode, cele mai 

importante sunt: tehnica poziţionării polilor [37], [138], [172], [209], metoda ecuaţiilor 

algebrice Lyapunov [102], [126], metoda inegalităţilor matriceal liniare [11], [202], 

[207], şi metoda optimizării prin minimizarea unui indicator pătratic de calitate [26], 

[151]. Întrucât acest indicator de calitate este construit în funcţie de un sistem dual, 

acesta nu exprimă performanţele reale ale observerului, chiar dacă rezultatele obţinute 

sunt satisfăcătoare.  

 3.7.1. DETERMINAREA AMPLIFICĂRII OPTIMALE           

FOLOSIND SISTEME DUALE 

 Se consideră sistemul 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )⎩

⎨
⎧

+=
+=

,
,

tDutCxty
tButAxtx&  (3.103) 

unde ( ) 1×∈ ntx M  este vectorul de stare, ( ) −∈ ×1ptu M  vectorul intrărilor, ( ) −∈ ×1mty M  
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vectorul ieşirilor, iar matricele A, B, C, D sunt matrice constante. Presupunând că pere-

chea (A, C) este observabilă, se poate construi observerul Luenberger pentru sistemul 

(1) de forma [10] 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=
−++=

,ˆ
,ˆˆˆ

tDutxCty
tytyLtButxAtx&  (3.104) 

unde ( ) 1ˆ ×∈ ntx M  este vectorul de stare estimat, iar mnL ×∈M  este matricea de amplificare 

a observerului.  

 Dinamica erorii observerului ( ) ( ) ( )( )txtxte ˆ−=  este de forma 

 ( ) ( ),0 teAte =&  (3.105) 

unde .0 LCAA −=  Printre tehnicile de determinare a matricei L se numără şi minimi-

zarea indicatorului pătratic de calitate [10] 

 ( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫
∞

+=
0

dttuRtuteQteJ TT  (3.106) 

cu 0≥= TQQ  şi .0>= TRR  

 Pentru sistemele duale, se scrie [26] 

 ( ) ( ) ( ),tuBteAte +=&  (3.107) 

unde TAA =  şi .TCB =  Minimizarea lui J  conduce la obţinerea matricei 

 ,1−= RCML T  (3.108) 

în care 0>= TMM  este soluţia ecuaţiei matriceale algebrice Riccati 

 .1 QMCRCMMAAM TT −=−+ −  (3.109) 

Dezavantajul acestei metode este acela că ,J  care a fost minimizat, nu are o 

interpretare fizică directă în raport cu eroarea e(t). În cele ce urmează, este prezentată o 

metodă de optimizare ce exprimă performanţele dorite ale estimatorului de stare în 
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funcţie de di-namica erorii [10]. 

 3.7.2. DETERMINAREA MATRICEI DE AMPLIFICARE PENTRU 

OBSERVERELE CU ORDIN ÎNTREG 

 Dinamica erorii (3.105) poate fi pusă sub forma [10] 

 
( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

μ−=ε
=μ

ε+=

,

,

tLt
tCet

ttAete&
  (3.110) 

în care ( ) ( ) ( )ttt mn ε∈μ∈ε ×× ;, 11 MM  este privit în [10] ca reacţie negativă după vectorul de 

ieşire ( ) ( )tet ,μ  echivalând, în acest caz, cu starea sistemului. În aceste condiţii, indi-

catorul de calitate ce trebuie minimizat este 

 ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ,d
0
∫
∞

εε+= ttRttQeteJ TT  (3.111) 

cu Q şi R – matrice simetrice şi pozitiv definite. 

 Minimizarea lui J poate fi interpretată drept determinarea unui compromis între 

minimizarea erorii observerului, reprezentată prin termenul ( ) ( ),tQeteT  şi minimizarea 

amplificării L, cuprinsă în termenul ( ) ( ).tRtT εε  În aceste condiţii, J poate fi scris sub 

una din formele succesive 
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 (3.112) 

unde ( ) .RLCLCQLF TT+=  Utilizând acum soluţia ecuaţiei (3.105), adică ( ) ,0
0 eete tA=  

în care ( ),00 ee =  ultima formă a ecuaţiei (3.112) devine [10] 
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 ( )∫
∞

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

0
00 ,d00 teeLFeeJ tAtAT T

 (3.113) 

expresie ce poate fi scrisă sub forma 

 [ ],tr 00
TeeMJ =  (3.114) 

cu ( )∫
∞

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

0

d00 teLFeM tAtAT
 şi [ ]−TeeM 00tr  urma matricei [ ].00

TeeM  Pe de altă parte, 

( ) ( ) ;d
0

0000
0000∫

∞

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +=+ tAeLFeeLFeAMAMA tAtAtAtATT TT

 de aceea, matricea M satisface 

ecuaţia Lyapunov 

 ( ) ( ) .0, 00 =++= LFMAMAMLS T  (3.115) 

Considerând ( ) ,00 n
T IeeE =  indicatorul J şi, implicit, soluţia optimală nu vor mai depinde 

de valoarea lui e0. Condiţiile necesare pentru minimizarea indicatorului de calitate 

(3.114) în raport cu L şi M (soluţia ecuaţiei Lyapunov (3.115)) sunt obţinute în [10] 

utilizând operaţiile cu gradient pentru Lagrangianul 

 ( ) ( ) ( )( ),,trtr,, MLSTMTML T+=F  (3.116) 

unde −∈ ×nnT M  matricea Lagrangian. Condiţiile necesare se scriu ,0,0 =
∂
∂

=
∂
∂

M
F

L

F  

,0=
∂
∂
T
F  acestea conducând la [10] 
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 (3.117) 

Din prima ecuaţie (3.117) se obţine  

 ( ) ,
11 −−= TT CTCMTCRL  (3.118) 
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matricele M  şi T determinându-se, în prealabil, din celelalte 2 ecuaţii (3.117). 

 3.7.3. DETERMINAREA MATRICEI DE AMPLIFICARE PENTRU 

OBSERVERELE CU ORDIN REDUS 

 Sistemul descris de ecuaţiile (3.103), cu presupunerile ( ) mC =rang  şi ,0 pmD ×=  

devine [26] 
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în care ( ) ( )
( ) ( ) ,,,,,, 1

1
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A MMM  

( )[ ];0 mnmmIC −×=  aşadar, ieşirile sistemului sunt componentele vectorului de stare ( )tx1  

(vector ce nu va fi estimat întrucât este direct măsurabil), componentele vectorului de 

stare ( )tx2  fiind cele ce urmează a fi estimate prin intermediul observerului cu ordin 

redus. Ecuaţiile asociate observerului liniar pentru estimarea vectorului ( )tx2  sunt [10] 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=
++=

,ˆ
,ˆˆˆ

22

22221

tyLtztx
tuBtzAtyAtz&  (3.120) 

în care L2 este matricea de amplificare a observerului cu ordin redus, iar matricele 

2221
ˆ,ˆ AA  şi 2B̂  se exprimă în funcţie de L2 după cum urmează [10] 

           .ˆ,ˆ,ˆ
1222212211222221211222222 BLBBLALALLAAAALAA −=−−+=−=  (3.121) 

Dinamica erorii ( )te2  (expresia lui ( )te2& ) este ( ) ( ) ( ) ( ),ˆ
2222122222 teAteALAte =−=&  unde L2 

– matrice ce trebuie determinată optimal astfel încât ( ) ( ) ( ).0,0lim 22 ete
t

∀=
∞→

 În multe 

lucrări, determinarea lui L2 se face utilizând tehnica poziţionării polilor; în [10], L2 se 

determină prin rezolvarea unei probleme optimale, adică prin minimizarea indicatoru-

lui pătratic de calitate 
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 ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ,d
0

2222222 ∫
∞

εε+= ttRtteQteJ TT  (3.122) 

unde 2Q  şi 2R  sunt matrice simetrice şi pozitiv definite, iar ( )t2ε  şi ( )te2  joacă rolul lui  

( )tε  şi, respectiv, ( )te  din paragraful anterior; astfel, dinamica erorii observerului cu 

ordin redus se scrie 

 
( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )⎪
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⎪
⎨

⎧

μ−=ε
=μ

ε+=

.

,

222

2122

22222

tLt
teAt

tteAte&
 (3.123) 

Se observă o analogie cu cazul proiectării optimale a observerelor cu ordin întreg; aici, 

A22 joacă rolul lui A, L2 joacă rolul lui L, iar A12 pe cel al matricei C. Utilizând din 

nou paşii algoritmului anterior, rezultă [10] 

 ( ) ,
1

122121222
1

22
−−= TT ATAATMRL  (3.124) 

în care M2 şi T2 sunt soluţiile sistemului neliniar 
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 (3.125) 

în care ( ) ( ) ( ) −∈+= −×− mnmnTT TALRLAQLF M2122221222 ,  matrice Lagrangian asociată 

observerului cu ordin redus (3.120), iar ( ) −⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= ∫

∞

0

ˆ
2

ˆ
2 d2222 teLFeM tAtAT

 soluţia ecuaţiei Lya-

punov ( ) ( ) 0ˆˆ, 222222222 =++= LFAMMAMLS T  [10]. Matricele L şi M, pentru obser-verele 

cu ordin întreg, respectiv L2 şi M2, pentru observerele cu ordin redus, pot fi calculate 

în Matlab/Simulink utilizănd funcţia fmincon. Deoarece rezolvarea siste-melor (3.117) 

şi (3.125) se face iterativ, este nevoie de valori iniţiale pentru matricele M şi M2; în 

[10], aceste valori iniţiale se aleg identice cu M  şi ,2M  adică cu soluţiile ecuaţiilor 

Lyapunov 
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      ., 2212

1
2122222222

1 QMARAMMAAMQMCRCMMAAM TTTT −=−+−=−+ −−  (3.126) 

3.8. PROIECTAREA OPTIMALĂ A OBSERVERELOR 

ALUNECĂTOARE 

 Observerele alunecătoare diferă de observerele Luenberger printr-un termen de 

injecţie (discontinuitate liniară) ce depinde de eroarea de estimare a ieşirii. Acest tip de 

observer este mai robust decât observerele Luenberger deoarece termenul de tip dis-

continuitate permite observerului să respingă (anuleze) perturbaţiile sistemului. Terme-

nul de injecţie este proiectat astfel încât eroarea de estimare a stării să aparţină unei 

anumite suprafeţe din spaţiul erorilor. În majoritatea cazurilor, această suprafaţă, nu-

mită şi suprafaţă de alunecare, este aleasă ca fiind diferenţa dintre ieşirea observerului 

şi ieşirea sistemului; de aceea, aceasta trebuie să fie zero. Utkin (1992) a proiectat un 

observer simplu cu reacţie doar după termenul de tip discontinuitate [211]; Walcott & 

Zak (1987) au proiectat un observer cu reacţie după eroarea de estimare a ieşirii, 

metoda Lyapunov fiind apoi utilizată pentru a demonstra stabilitatea estimatorului de 

stare [216]. Edwards & Spurgeon (1994) au propus o formă canonică pentru 

observerele alunecătoare, precum şi condiţiile ce dau legătura dintre matricele de 

distribuţie asociate intrării, respectiv ieşirii [58]. Unul dintre cei mai performanţi 

algoritmi de proiectare a observerelor alunecătoare a fost propus de Tan & Edwards 

(2001). În cadrul lucrării acestor autori [203], este prezentată o metodă de proiectare a 

observerelor alunecătoare utilizând inegalităţile matriceal-liniare, fiind demonstrată o 

relaţie între componenta liniară a observerului alunecător şi un sub-observer optimal ce 

ia naştere din teoria lini-ară quadratică Gaussiană [203]. Metodologia de proiectare a 

observerului alunecător Tan & Edwards este prezentată în continuare. 

 3.8.1. CHESTIUNI PRELIMINARE 

 Se consideră sistemul dinamic  

 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )⎩

⎨
⎧

=
ξ++=

,
,,,

tCxty
uxtDtButAxtx&  (3.127) 
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unde npmnnn CBA ××× ∈∈∈ MMM ,,  şi ( ).qpD qn ≥∈ ×M  Se presupune că matricele C şi D 

au rang maxim şi 111: ×××
+ →××ξ qmnR MMM  este un termen necunoscut dar mărginit 

[203] 

 ( ) ( ),,,, 1 yturuxt α+≤ξ  (3.128) 

în care r1 este o constantă cunoscută, iar +
×

+ →×α RR p 1: M  este o funcţie cunoscută.  

 Se consideră observerul de forma [203] 

 

( ) ( ) ( ) ( )
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+−+=

,ˆˆ
,ˆˆ

txCty

vGteGtButxAtx nyl
&

 (3.129) 

unde pn
lG ×∈M  şi .pn

nG ×∈M  Vectorul de tip discontinuitate v se defineşte astfel [203] 

 
( ) ( )

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠ρ−
=

,0daca,0

,0daca,/,, 222

y

yyy

e

eePePDuyt
v  (3.130) 

unde −∈−= × pp
y Pyye M2;ˆ  matrice simetrică şi pozitiv definită, iar qpD ×∈M2  satis-

face condiţia [203] 

 ( ) ( ) ,,,, 01 γ+α+≥ρ yturuyt  (3.131) 

cu −γ0  scalar pozitiv. Notând eroarea de estimare cu ,ˆ xxe −=  din ecuaţiile (3.127) şi 

(3.129), se obţine 

     ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ),,,

,,ˆˆ

0 uxtDvGteA

uxtDtButAxvGteGtButxAtxtxte

n

nyl

ξ−+=

=ξ−−−+−+=−= &&&
 (3.132) 

unde .0 CGAA l−=  

 Pentru un sistem dinamic cu forma generală ,, DuCxyBuAxx +=+=&  zerourile 

invariante sunt valorile complexe ale numărului complex „s” pentru care rangul 

matricei ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

DC
BIA

F
s  scade faţă de valoarea sa normală; valoarea normală a 
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rangului matricei F este rangul pentru valori ale lui „s” altele decât zerourile de 

transmisie (caz particular al zerourilor invariante). 

 Utilizând conceptul enunţat mai sus (zerouri invariante ale unui sistem), în [58] 

se demonstrează că există 2 condiţii necesare şi suficiente pentru existenţa unei mişcări 

de alunecare stabile pe { },0:1 ==∈= × Ceee y
nMS  suprafaţă ce depinde de ;ξ  aces-tea 

sunt:  

1) ( ) ;rang qCD =   

2) zerourile invariante ale tripletului (A, D, C) se află poziţionate în semiplanul stâng 

complex.  

 Matricele nl GG ,  şi 2P  trebuie determinate astfel încât mişcarea de alunecare să 

se realizeze pe ;S  de aceea, în continuare, se consideră că cele 2 condiţii enunţate 

anterior sunt îndeplinite. În [58] s-a demonstrat că dacă matricea (CD) are rang maxim, 

există o schimbare de coordonate, realizată prin intermediul unei matrice T0, astfel 

încât sistemul descris de ecuaţiile (3.127) se poate scrie  

 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

ξ++=

,

,,,

txCty

uxtDtuBtxAtx&  (3.133) 

cu ,0xTx =  iar tripletul ( )CDA ,,  are următoarea structură [203] 

[ ] [ ],0,
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,
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⎡
=

⎥
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

M

LLL

M

 (3.134) 

cu ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,0,,,, 0
21

0
1121111 ≥∈∈∈∈ −−×−×−×−−×− rAAAA rpnqprrpnqnpnpn MMMM  perechea 

( )0
21

0
22 , AA  este observabilă, −∈ ×qqD M2 nesingulară, −∈ × ppT M  ortogonală ( ).1−=TTT  

 3.8.2. PROIECTAREA OBSERVERULUI ALUNECĂTOR 

 Aplicând schimbarea de coordonate T0 observerului descris de ecuaţiile (3.129), 
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se obţine [203] 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

+−+=

;ˆˆ

,ˆˆ

txCty

vGteGtuBtxAtx nyl
&

 (3.135) 

se defineşte .0 CGAA l−=  Matricea lG  urmează a fi determinată şi se presupune că 

 ,⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
= T

T

n T
TLG  (3.136) 

unde ( ) ppnL ×−∈M  şi [ ],0LL =  cu ( ) ( )qppnL −×−∈M  [203]. 

 

 TEOREMA 3.5 [203] 

 Dacă există o matrice pozitiv definită ,P  ce satisface 000 <+ PAAP T  şi a cărei 

formă este 

 ,0
121

11 >⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+
=

LPLPPL
LPP

P TT
 (3.137) 

unde ( ) ( )pnpnP −×−∈M1  şi ,2
ppP ×∈M  atunci dinamica erorii (3.132) este quadratic stabilă. 

 DEMONSTRAŢIE [109] 

 Se consideră funcţia Lyapunov 

 ( ) ,ePee =V  (3.138) 

în care .0eTe =  Dacă 01 >P  şi ,02 >P  din teorema Schur rezultă 0>P  [203]. Deri-

vând ( ) ,eV  se obţine  

 
( ) ( )
( ) ;2200

00

ξ−++=

=ξ−++ξ+=

DPevGPeePAAPe

ePDGvAeDPeAPe
T

n
TTT

TTT
n

TTTTV&
 (3.139) 

s-a ţinut cont de egalitatea constantelor ( ) .22 ePGvvGPevGPe TT
n

TT
n

T
n

T ==  Din ecua-

ţiile (3.134), (3.136) şi (3.137), rezultă [203] 
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     ,
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+
=  (3.140) 

unde .22
TTPTP =  Folosind structura matricelor L  şi ,2D  rezultă 02 =DL  şi se obţine 
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 (3.141) 

în care ;22 TD=D  de asemenea, .22 D=D  

 În continuare, ţinând cont de egalitatea ( ) ,ˆˆˆ eCxxCxCxCyyey =−=−=−=  de 

definiţia vectorului discontinuitate (3.130), de expresiile (3.140) şi (3.141), ecuaţia 

(3.139) capătă forma 

 
( )
( ) .22

22

222200

22200

ξ−ρ−+≤

≤ξ−++=

DD

DV

PeePeAPPAe

PevPeeAPPAe
T
yy

TT

T
y

T
y

TT&
 (3.142) 

Utilizând mărginirea termenului ( )uxt ,,ξ  (ecuaţia (3.128)), rezultă [203] 

 
( ) ( )
( ) y

TT

yy
TT

ePeAPPAe

ePurePeAPPAe

22000

2122200

2

22

D

DDV

γ−+≤

≤α+−ρ−+≤&
 (3.143) 

în care .010 >α++ρ=γ ur  Întrucât ,000 <+ APPAT  rezultă ( ) 00 ≠∀≤ eV&  şi teo-rema 

5 [203] este acum complet demonstrată. 

 În [203] se demonstrează că dinamica de alunecare este furnizată de matricea 

;21111 ALA +  de asemenea, deoarece perechea ( )21111 , AA  este detectabilă (ecuaţia 

(3.134)), există o familie de matrice ( ) ( )qppnL −×−∈M  astfel încât 21111 ALA +  este stabilă. 

Dacă se efectuează o nouă schimbare de coordonate 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= −

T
LI

T pn
L 0

 (3.144) 
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pentru tripletul ( )CDA ,,  şi matricea Lyapunov ( ),,, CDA →→→ CDAP  rezultă  

 [ ],0,
0

,
22221

1211
pI=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= C

D
D

AA

AA
A  (3.145) 

în care 2111111 ALA +=A  şi ;22 TD=D  conversia P→P  conduce la matricea [203]: 

( ) ( )11 −−= L
T

L TPTP  sau  

 .
0

0

2

1
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= TTPT

P
P  (3.146) 

Prin poziţionarea noului vector eroare, se obţine [ ] ,1
TT

y
T ee  cu ( ) ;1

1
×−∈ pne M  vectorul 

eroare e1 este asociat cu mişcarea de alunecare cu ordin redus. În [58] se demonstrează 

că 11A  este stabilă şi, deci, mişcarea de alunecare este stabilă. 

 3.8.3. DETERMINAREA MATRICELOR P  ŞI lG  

 În cadrul acestui paragraf, P  şi lG  sunt determinate astfel încât [203] 

 ,00 PGVGPPWPAPPA ll
T −−<+  (3.147) 

matricele W şi V – matrice simetrice şi pozitiv definite, iar −P  de forma (3.137). 

Înlocuind în (3.147) pe 0A  cu ,CGA l−  inegalitatea (3.147) devine 

 
( ) ( )

( ) ,0<++−+⇔
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TTT

T
lll

T
l

TT

T
lll

T
l

YVYPWPCYAPPA

PGVGPPWPCGPAPPGCPA

PGVGPPWPCGAPPCGA
 (3.148) 

unde s-a făcut notaţia .lGPY =  În [203] se arată că (3.148) este echivalentă cu  

 ( ) ( ) ;0111 <+−−−++ −−− PWPCVCCVYVCVYAPPA TTTTT  (3.149) 

o condiţie necesară şi suficientă pentru a fi îndeplinită inegalitatea (3.149) şi, implicit, 
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(3.148) este [203] 

 01 <+++ − PWPCVCAPPA TT  (3.150) 

dacă şi numai dacă se alege  

 .1CVY T −=  (3.151) 

Deoarece ,lGPY =  dacă se minimizează ( )1tr −P  şi dacă P  verifică inegalitatea 

(3.150), se poate determina uşor lG  astfel: 

 .11 −−= VCPG T
l  (3.152) 

Inegalitatea matriceal-liniară (3.150), utilizând teorema Schur, se scrie 

 .01

1

<⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
++

−

−

WP
PCVCAPPA TT

 (3.153) 

 Considerând −∈ ×nnX M  o matrice simetrică şi pozitiv definită, inecuaţia matri-

ceal-liniară (LMI) 

 0<⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
−

XI
IP  (3.154) 

este echivalentă cu ;1−> PX  în acest caz, minimizarea lui ( ),tr 1−P  în condiţiile veri-

ficării LMI (3.150) este echivalentă cu minimizarea lui ( )Xtr  în condiţiile verificării 

inegalităţilor matriceal-liniare (3.153) şi (3.154). Inegalitatea (3.137) poate fi scrisă şi 

sub forma [203] 

 ,0
2212

1211 >⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

PP
PP

P T  (3.155) 

unde ( ) ( ) pppnpn PP ×−×− ∈∈ MM 2211 ,  şi [ ]012112 PP =  cu ( ) ( ) ;121
qppnP −×−∈M  relaţiile de 

legătură sunt următoarele: 121
1

11111 , PPLPP −==  şi .12
1

1112222 PPPPP T −−=  În aceste con-diţii, 

problema de minimizare reprezintă o problemă de optimizare convexă în raport cu 
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2212111 ,, PPP  şi .X  Aşadar, se doreşte minimizarea lui ( )Xtr  în raport cu variabilele 

2212111 ,, PPP  şi X  în condiţiile verificării inegalităţilor matriceal-liniare (3.153), (3.154) 

şi (3.155). 

 Cu schimbarea de coordonate (3.144), ,llG G→  care este de forma (3.152), adică 

,11 −−= VT
l CPG  se arata că [203] 

 .
0

11
2

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= −− VTPT TlG  (3.156) 

Motivaţia alegerii inegalităţii (3.147) şi minimizării ( ),tr 1−P  în condiţiile verificării 

(3.150) şi (3.154), este că, în absenţa incertitudinilor ( ),00 →γ  observerul are o struc-

tură LQG (Linear Quadratic Gaussian). Pentru a demonstra acest lucru, se defineşte 
1−= PQ  şi se înmulţeşte la stânga şi apoi la dreapta inegalitatea (3.150) cu ;Q  se 

obţine [203] 

 ;01 <+−+ − WQCVCQAQQA TT  (3.157) 

obiectivul este minimizarea lui ( )Qtr  în condiţiile verificării inegalităţii (3.157). Meto-

da standard de proiectare a observerelor optimale LQG este prezentată în [150]; în ca-

drul metodei, se foloseşte soluţia stabilizatoare Q
~

 a ecuaţiei algebrice Riccati 

 .0
~~~~

1 =+−+ − WQCVCQAQQA TT  (3.158) 

Cu soluţia Q
~

 se calculează ulterior .
~~

1−= VCQG T
l  În inegalitatea (3.157), W - matrice 

de ponderare a observerului, iar V - matrice de covarianţă a zgomotelor senzorilor. 

 TEOREMA 3.6 [203] 

 Fie −Q  matrice simetrică şi pozitiv definită ce satisface inegalitatea (3.157); fie, 

de asemenea, −Q
~

 soluţia ecuaţiei Riccati (3.158). În acest caz, QQ
~

>  şi, deci, 

( ) .
~

trtr ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛> QQ  Demonstraţia teoremei 3.6 este prezentată în [203]. 



ANEXE 

ANEXA A1.1 

% Proiectarea observerelor utilizand metoda Bass-Gura (miscarea longitudinala 

n=4,s=1) 

clear all;run prog2sec;close all; 

clear A;clear B;clear C;clear D;clear e;clear ee;clear R;clear r1;clear contor; 

% Declararea matricelor sistemului 

A=[-0.007 0.012 -9.81 0;-0.128 -0.54 0 1;0 0 0 1;0.065 0.96 0 -0.99]; 

B=[0;-0.04;0;-12.5];C=[0 0 1 0]; 

n=size(A,1);m=size(B,2);s=size(C,1); 

x0=[100;1;0;10];                      % Starea initiala (x0) 

xc0=[70;0;-5;2];                       % Starea initiala a observerului (xc0) 

q1=-1;q2=-2;q3=-3;q4=-4;       % Valorile proprii dorite ale observerului 

OB=obsv(A,C);                        % Calculul matricei de observabilitate 

r1=rank(OB);                            % Calculul rangului matricei de observabilitate 

% Calculul polinoamelor caracteristice asociate matricelor A si Ac 

a=(poly(A))';                   

ac=[1 -(q1+q2+q3+q4) (q1*q2+q1*q3+q1*q4+q2*q3*q2*q4+q3*q4) (-

q3*q4*(q1+q2)-q1*q2*(q3+q4)) (q1*q2*q3*q4)]'; 

Dif=ac(2:length(ac))-a(2:length(a));               % Dif=ac-a 

% Calculul matricei asociate observerului 

Ta=[1 0 0 0;a(2) 1 0 0;a(3) a(2) 1 0;a(4) a(3) a(2) 1] 

L=(inv(Ta*OB))*Dif 

Aobs=A-L*C;eig(Aobs); 

% Simularea schemei fara controler (K=0) 

K=zeros(m,n);sim('Sch_Bass_Gura'); 

subplot(221);plot(t,x1-xc1);grid;subplot(222);plot(t,x2-xc2);grid; 



SISTEME DE ESTIMARE A STĂRII APARATELOR DE ZBOR 
 
 

257 

subplot(223);plot(t,x3-xc3);grid;subplot(224);plot(t,x4-xc4);grid; 

% Simularea schemei cu controler (K=K) 

K=KK;sim('Sch_Bass_Gura');h=figure; 

subplot(221);plot(t,x1,'b',t,xc1,'r--');grid;subplot(222);plot(t,x2,'b',t,xc2,'r--');grid; 

subplot(223);plot(t,x3,'b',t,xc3,'r--');grid;subplot(224);plot(t,x4,'b',t,xc4,'r--');grid; 

ANEXA A1.2 

% Observer cu ordin redus de tip Luenberger - miscarea longitudinala (n=4,m=1) 

clear all;run prog2sec;close all;clear A;clear B;clear C;clear D; 

clear e;clear ee;clear R;clear r1;clear contor;clear i;KK=K; 

% Declararea matricelor sistemului 

A=[-0.007 0.012 -9.81 0;-0.128 -0.54 0 1;0 0 0 1;0.065 0.96 0 -0.99];B=[0;-0.04;0;-

12.5]; 

n=size(A,1);m=size(B,2);C=[eye(2) zeros(2)];s=size(C,1);D=zeros(s,m); 

pp=eig(A-B*K);         % Valorile proprii ale sistemul in circuit inchis (A-B*K) 

% Pasul 1: Calculul lui p si partitionarea matricelor A, B si C 

p=rank(C); 

A11=A(1:p,1:p);A12=A(1:p,(p+1):n);A21=A((p+1):n,1:p);A22=A((p+1):n,(p+1):n); 

B1=B(1:p,1:m);B2=B((p+1):n,1:m);C1=C(:,1:p);C2=C(:,(p+1):n); 

% Pasul 2: Calculul matricei T 

T=[C1 C2;zeros(p) eye(n-p)]; 

r_T=rank(T);          % rangul matricei T trebuie sa fie n=rank(A) 

if r_T~=rank(A) 

    disp('Observerul nu poate fi construit'); 

end 

% Pasul 3: Caclulul matricelor Ab11, Ab12, Ab21, Ab22, Bb1, Bb2, Ab, Bb, Cb 

Ab11=(C1*A11+C2*A21)*(inv(C1));Ab12=-Ab11*C2+C1*A12+C2*A22; 

Ab21=A21*(inv(C1));Ab22=A22-A21*(inv(C1))*C2; 

Bb1=C1*B1+C2*B2;Bb2=B2; 
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Ab=[Ab11 Ab12;Ab21 Ab22];Bb=[Bb1;Bb2];Cb=[eye(p) zeros(n-p)]; 

% Pasul 4: Observabilitatea perechii (Ab22,Ab12) si calculul matricei L 

OB=obsv(Ab22,Ab12);r_OB=rank(OB); 

if r_OB~=p 

    disp('Observerul nu poate fi construit'); 

end       

q=[-0.7;-0.7];      % valorilor proprii dorite ale observerului (q) 

L=place(Ab22',Ab12',q);L=L'; 

% Pasul 5: Calculul matricelor Mb, Nb, Pb 

Mb=Ab22-L*Ab12;Nb=Bb2-L*Bb1; 

Pb=Ab21+Ab22*L-L*Ab11-L*Ab12*L; 

% Pasii 6,7: Constructia observerului 

x0=[10;1;0;2];xb0=T*x0;zc0=zeros(p,1);       % x(0), xb(0) si zc(0) 

% Simularea schemei fara controler (K=0) 

K=zeros(m,n);sim('Luenberger_sch_long'); 

for j=1:size(xc,3); 

    xxc1(j)=xc(1,:,j);xxc2(j)=xc(2,:,j);xxc3(j)=xc(3,:,j);xxc4(j)=xc(4,:,j); 

    xx1(j)=x(1,:,j);xx2(j)=x(2,:,j);xx3(j)=x(3,:,j);xx4(j)=x(4,:,j); 

end 

subplot(221);plot(t,xx1,'b',t,xxc1,'r--');grid;subplot(222);plot(t,xx2,'b',t,xxc2,'r--');grid; 

subplot(223);plot(t,xx3,'b',t,xxc3,'r--');grid;subplot(224);plot(t,xx4,'b',t,xxc4,'r--');grid; 

% Simularea schemei cu controler (K=K) 

K=KK;sim('Luenberger_sch_long');h=figure; 

for j=1:size(xc,3); 

    xxc1(j)=xc(1,:,j);xxc2(j)=xc(2,:,j);xxc3(j)=xc(3,:,j);xxc4(j)=xc(4,:,j); 

    xx1(j)=x(1,:,j);xx2(j)=x(2,:,j);xx3(j)=x(3,:,j);xx4(j)=x(4,:,j); 

end 

subplot(221);plot(t,xx1,'b',t,xxc1,'r--');grid;subplot(222);plot(t,xx2,'b',t,xxc2,'r--');grid; 

subplot(223);plot(t,xx3,'b',t,xxc3,'r--');grid;subplot(224);plot(t,xx4,'b',t,xxc4,'r--');grid; 
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ANEXA A1.3 

% Identificarea miscarii longitudinale (n=4, m=1) folosind filtrul Kalman 

clear all;run prog2sec;close all; 

clear A;clear B;clear C;clear D;clear e;clear ee;clear R;clear r1;clear contor;clear 

L;clear Q; 

% Declararea matricelor sistemului 

A=[-0.007 0.012 -9.81 0;-0.128 -0.54 0 1;0 0 0 1;0.065 0.96 0 -0.99]; 

B=[0;-0.04;0;-12.5];C=[0 0 1 0;0 -1 1 0];Bs=B; 

n=size(A,1);s=size(B,2);m=size(C,1);N=zeros(s,m);D=zeros(m,m); 

w=0.1*rand(s,1);v=0.1*rand(m,1); 

% Starile initiale ale vectorului de stare si vect. de stare estimat 

x0=[100;1;0;10]; xc0=zeros(n,1);    

% Determinarea matricelor P si L folosind filtrul Kalman 

Qs=0.01*eye(s);Rs=0.01*eye(m);KK=K; 

[L,Ps,E] = LQE(A,Bs,C,Qs,Rs,N) 

% Simularea schemei fara controler (K=0) 

K=zeros(s,n);sim('Kalm_long_sch'); 

subplot(221);plot(t,x1-xc1,'r');grid;xlabel('Timp [s]'); 

subplot(222);plot(t,x2-xc2,'r');grid;xlabel('Timp [s]'); 

subplot(223);plot(t,x3-xc3,'r');grid;xlabel('Timp [s]'); 

subplot(224);plot(t,x4-xc4,'r');grid;xlabel('Timp [s]'); 

% Simularea schemei cu controler (K=K) 

K=KK;sim('Kalm_long_sch');h=figure; 

subplot(221);plot(t,x1,'b',t,xc1,'r--');grid;xlabel('Timp [s]'); 

subplot(222);plot(t,x2,'b',t,xc2,'r--');grid;xlabel('Timp [s]'); 

subplot(223);plot(t,x3,'b',t,xc3,'r--');grid;xlabel('Timp [s]'); 

subplot(224);plot(t,x4,'b',t,xc4,'r--');grid;xlabel('Timp [s]'); 
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ANEXA A1.4 

% Filtru Kalman - Bucy de tip discret pentru miscarea longitudinala (n=4) 

close all;clear all; 

% Declararea matricelor sistemului si a zgomotelor albe 

A=[-0.007 0.012 -9.81 0;-0.128 -0.54 0 1;0 0 0 1;0.065 0.96 0 -0.99];B=[0;-0.04;0;-

12.5];  

C=eye(4);n=size(A,1);m=size(B,2);s=size(C,1);D=zeros(s,m);Bs=B;H=zeros(s,m); 

w=0.1*rand(m,m);v=0.1*rand(s,m); 

Ts=0.01;sysc=ss(A,B,C,D);Rv=0.01*eye(s);Rw=0.01*eye(m);  

% Discretizarea sistemului 

sysd=c2d(sysc,Ts,'zoh');[Ad,Bd,Cd,Dd,Ts]=ssdata(sysd); 

% Determinarea maticei de amplificare K 

R=eye(m);Q=eye(n);[K,S,E]=DLQR(Ad,Bd,Q,R);K1=K;K2=zeros(m,n); 

% Initializarea sistemului si observerului 

x0=[100;1;0;10];xc0=zeros(4,1);u(1)=0;P=zeros(n);w0=w; 

x1(1)=x0(1);x2(1)=x0(2);x3(1)=x0(3);x4(1)=x0(4); 

xc1(1)=xc0(1);xc2(1)=xc0(2);xc3(1)=xc0(3);xc4(1)=xc0(4); 

x=[x1(1);x2(1);x3(1);x4(1)];xc=[xc1;xc2;xc3;xc4]; 

% FOR-ul general 

for k=2:3000 

    xb=Ad*xc+Bd*u(k-1); N=Ad*P*Ad'+Bs*Rw*Bs'; 

    P=N-N*Cd'*(inv(Cd*N*Cd'+Rv))*Cd*N; 

    L0=P*Cd'*(inv(Rv));x=Ad*x+Bd*u(k-1)+Bs*w; y=Cd*x+v; 

    x1(k)=x(1);x2(k)=x(2);x3(k)=x(3);x4(k)=x(4); 

    xc=Ad*xb+L0*(y-Cd*xb); 

    xc1(k)=xc(1);xc2(k)=xc(2);xc3(k)=xc(3);xc4(k)=xc(4);u(k)=-K1*xc; 

end 

t1=1:length(x1);t=t1*Ts; 



SISTEME DE ESTIMARE A STĂRII APARATELOR DE ZBOR 
 
 

261 

subplot(221);plot(t,x1,t,xc1,'r--');grid;subplot(222);plot(t,x2,t,xc2,'r--');grid; 

subplot(223);plot(t,x3,t,xc3,'r--');grid;subplot(224);plot(t,x4,t,xc4,'r--');grid; 

h=figure; 

subplot(221);plot(t,x1-xc1,'r');grid;subplot(222);plot(t,x2-xc2,'r');grid; 

subplot(223);plot(t,x3-xc3,'r');grid;subplot(224);plot(t,x4-xc4,'r');grid; 

ANEXA A1.5 

% Observer O’Reilly îmbunătăţit, miscarea longitudinala n=4 

clear all;run prog2sec;close all;clear A;clear B;clear C;clear D;clear e;clear ee;clear 

R;clear r1;clear contor;clear i;KK=K; 

% Declararea matricelor sistemului 

A=[-0.007 0.012 -9.81 0;-0.128 -0.54 0 1;0 0 0 1;0.065 0.96 0 -0.99];B=[0;-0.04;0;-

12.5];D=B; 

n=size(A,1);p=size(B,2);s=size(D,2);d=randn(s,1);C=eye(2,n);m=size(C,1); 

% Pasul 1: Verificarea conditiilor de existenta ale observerului 

OB=obsv(A,C); 

if s>m | rank(D)~=s | rank(C)~=m | rank(C*D)~=s | rank(OB)~=n 

    disp('Observerul nu poate fi construit'); 

end 

% Pasul 2: Calculul matricelor E si P 

E=-D*(pinv(C*D));P=eye(n)+E*C; 

% Pasul 3: Calculul matricei G 

G=P*B; 

% Pasul 4: Partitionarea matricelor N,P,L,C,A 

P1=P(1:(n-m),1:(n-m));P2=P(1:(n-m),(n-m+1):n); 

P3=P((n-m+1):n,1:(n-m));P4=P((n-m+1):n,(n-m+1):n); 

A1=A(1:(n-m),1:(n-m));A2=A(1:(n-m),(n-m+1):n); 

A3=A((n-m+1):n,1:(n-m));A4=A((n-m+1):n,(n-m+1):n); 

C1=C(:,1:(n-m));C2=C(:,(n-m+1):n); 
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vp=[1;1;1;1];        % valori proprii necesare ciclului while 

while real(vp(1))>0 | real(vp(2))>0 | real(vp(3))>0 | real(vp(4))>0 

% Pasul 5: Calculul matricelor A1t,A2t,A3t,A4t 

N1=7*randn((n-m),(n-m));N3=2*randn(m,(n-m)); 

A1t=P1*A1+P2*A3-N1*P1;A2t=P1*A2+P2*A4-N1*P2; 

A3t=P3*A1+P4*A3-N3*P1;A4t=P3*A2+P4*A4-N3*P2; 

% Pasul 6: Calculul matricelor L1,L2,N2,N4 

PP4=pinv(P4); 

L1=(A1t-A2t*PP4*P3)*pinv(C1-C2*PP4*P3);L2=(A3t-A4t*PP4*P3)*pinv(C1-

C2*PP4*P3); 

N2=(A2t-L1*C2)*PP4;N4=(A4t-L2*C2)*PP4; 

% Verificari intermediare 

ANS1=N1*P1+N2*P3+L1*C1-P1*A1-P2*A3 

ANS2=N1*P2+N2*P4+L1*C2-P1*A2-P2*A4 

ANS3=N3*P1+N4*P3+L2*C1-P3*A1-P4*A3 

ANS4=N3*P2+N4*P4+L2*C2-P3*A2-P4*A4 

% Pasul 7: Calculul matricelor N,L 

N=[N1 N2;N3 N4];L=[L1;L2]; 

% Verificari 

M1=N*P+L*C-P*A      % M1 trebuie sa fie zero 

M2=G-P*B                    % M2 trebuie sa fie zero 

M3=(eye(n)+E*C)*D    % M3 trebuie sa fie zero 

vp=eig(N)                      % matricea N trebuie sa fie stabila 

end                                 % end while 

% Simularea schemei fara controler (K=0) 

x0=[100;1;0;10];xc0=zeros(n,1);z0=xc0+E*C*x0; 

K=zeros(p,n);sim('OR_L_sch'); 

subplot(221);plot(t,x1,'b',t,xc1,'r--');grid;subplot(222);plot(t,x2,'b',t,xc2,'r--');grid; 

subplot(223);plot(t,x3,'b',t,xc3,'r--');grid;subplot(224);plot(t,x4,'b',t,xc4,'r--');grid; 

h=figure; 
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subplot(221);plot(t,x1-xc1);grid;subplot(222);plot(t,x2-xc2);grid; 

subplot(223);plot(t,x3-xc3);grid;subplot(224);plot(t,x4-xc4);grid; 

% Simularea schemei cu controler (K=K) 

K=KK;h=figure;sim('OR_L_sch'); 

subplot(221);plot(t,x1,'b',t,xc1,'r--');grid;subplot(222);plot(t,x2,'b',t,xc2,'r--');grid; 

subplot(223);plot(t,x3,'b',t,xc3,'r--');grid;subplot(224);plot(t,x4,'b',t,xc4,'r--');grid; 

h=figure; 

subplot(221);plot(t,x1-xc1);grid;subplot(222);plot(t,x2-xc2);grid; 

subplot(223);plot(t,x3-xc3);grid;subplot(224);plot(t,x4-xc4);grid; 

ANEXA A1.6 

% Observer ALGLIN (miscarea longitudinala - 6 variabile de stare) 

close all;clear all; 

% Introducerea datelor (matricele A,B,C,D din ecuatiile de stare) 

A=[-0.444 0.594 -0.362 -9.794 0.000 0.014;-0.983 -7.804 15.322 0.481 0.001 0.000; 

0.180 -8.310 -35.203 0.000 -0.000 0.000;0.000 0.000 1.000 0.000 0.000 0.000; 

0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000;136.660 2.962 0.000 0.000 0.054 -8.501]; 

B=1000*[-0.000 0.000;-0.004 0.000;-0.106 0.000;0.000 0.000;0.000 0.000;0.000 

3.894]; 

C=[1.000 0.022 0.000 0.000 0.000 0.000;-0.001 0.059 0.000 0.000 0.000 0.000; 

0.000 0.000 1.000 0.000 0.000 0.000;0.000 0.000 0.000 1.000 0.000 0.000]; 

D=1000*[-0.000 0.000;-0.004 0.000;-0.106 0.000;0.000 0.100;0.000 0.000;0.000 

3.894]; 

n=size(A,1);m=size(C,1);p=size(B,2);s=size(D,2); 

Q=0.1*eye(n);R=10*eye(2);[K,P,E] = LQR(A,B,Q,R);KK=K;qq=eig(A-B*K) 

% Pasul 1: Verificare rang(C*D)=rang(D) 

r1=rank(C*D);r2=rank(D); 

if r1~=r2 

    disp('Observerul nu poate fi cosntruit'); 
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end 

% Pasul 2: Alegerea matricei N 

r3=1; 

while r3~=n 

N=randn(n,(n-s));T=[N D];r3=rank(T); 

Ab=(inv(T))*A*T;Bb=(inv(T))*B;Db=(inv(T))*D;Cb=C*T; 

while Db-[zeros((n-s),s);eye(s)]~=zeros(n,s); 

    disp('Observerul nu poate fi cosntruit. Trebuie aleasa o alta matrice N');r3=1; 

end 

% Pasul 3: Calculul matricelor Ab, Bb, Cb, Db, Ab11, Ab12, Ab21, Ab22, Bb1, Bb2, 

Cb1, Cb2 

Ab11=Ab(1:m,1:m);Ab12=Ab(1:m,m+1:n); 

Ab21=Ab(1:(n-m),1:m);Ab22=Ab(1:(n-m),1:(n-m)); 

Bb1=Bb(1:m,1:p);Bb2=Bb(m+1:n,1:p);Cb1=Cb(1:m,1:m);Cb2=Cb(1:m,m+1:n); 

% Pasul 4: Verificare rang Cb2 si determinare H2, R2, K2 

if rank(Cb2)-size(Cb2,2)~=0 

     disp('Cb2 nu are rang de coloana maxim. Trebuie aleasa o alta matrice N');r3=1; 

end 

H2=eye(m,n);R2=eye(n-m);R20=[R2;zeros(m,(n-m))]; 

K2=transpose((pinv(R20))*(pinv(H2))*Cb2); 

if rank(R2)~=(n-m) | H2*transpose(H2)~=eye(m)  

    disp('Observerul nu poate fi cosntruit. Trebuie aleasa o alta matrice N');r3=1; 

end 

M_nula=H2*R20*(transpose(K2))-Cb2             

% Pasul 5: Partitionarea matricei H2 

H21=H2(:,1:(n-m));H22=H2(:,(n-m+1):n); 

% Pasul 6: Calculul matricei C1 

C1=(transpose(H22))*Cb1; 

% Pasul 7: Calculul matrielor At1, Bt1, Et1 

Gt=[eye(n-m) zeros((n-m),m)]; 
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At1=Ab11-Ab12*K2*inv(R2)*Gt*transpose(H2)*Cb1; 

Bt1=Bb1;Et1=Ab12*K2*inv(R2)*Gt*transpose(H2); 

OB=obsv(At1,C1); 

if rank(OB)~=size(At1,1) 

    disp('Observerul nu poate fi cosntruit. Trebuie aleasa o alta matrice N');r3=1; 

end 

% Pasul 8: Se proiecteaza observerul Luenberger 

q=1*qq(2:5);      % valorilor proprii dorite ale observerului (q) 

L=place(At1',C1',q);L=L';eig(At1-L*C1) 

% Pasii 9,10,11: Se proiecteaza observerul Luenberger 

U1=K2*(inv(R2))*Gt*(transpose(H2)); 

U2=K2*R2*Gt*transpose(H2)*Cb1*(L*transpose(H22)+Et1)+ 

Ab22*K2*(inv(R2))*Gt*transpose(H2); 

U3=K2*(inv(R2))*Gt*transpose(H2)*Cb1*(At1-L*C1)+Ab21-

Ab22*K2*(inv(R2))*Gt*transpose(H2)*Cb1; 

U4=K2*(inv(R2))*Gt*transpose(H2)*Cb1*Bt1+Bb2; 

% Valorile de trimare 

Vx0=17;Vy0=3/100;Vz0=3.7/10;                             % Componentele vitezei [m/s] 

wx0=0*(pi/180);wy0=0*pi/180;wz0=0*pi/180;       % Componentele vitezei unghiulare 

[rad/s] 

fi0=0.1*(pi/180);teta0=0.25*(pi/180);psi0=-43.6*(pi/180);      % Unghiurile Euler 

[rad] 

H0=100;                                                                                      % Altitudinea de zbor 

[m]  

omega_e0=5.09*100;                                                                 % Viteza unghiulara 

elice [grd/s] 

delta_e0=1.01/100;delta_d0=-6.7/100;delta_p0=9.1/100;         % Bracajele la trimare 

[rad]  

delta_T0=42.5;                                                                            % [%] 

% Simularea schemei fara controler (K=0) 
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x0=[Vx0;Vz0;wy0;teta0;0;omega_e0];xbc10=zeros(m,1); 

K=zeros(p,n);sim('ALGLIN_sch'); 

for j=1:size(xc,3); 

   xxc1(j)=xc(1,:,j);xxc2(j)=xc(2,:,j);xxc3(j)=xc(3,:,j); 

   xxc4(j)=xc(4,:,j);xxc5(j)=xc(5,:,j);xxc6(j)=xc(6,:,j); 

   xx1(j)=x(1,:,j);xx2(j)=x(2,:,j);xx3(j)=x(3,:,j); 

   xx4(j)=x(4,:,j);xx5(j)=x(5,:,j);xx6(j)=x(6,:,j); 

end 

subplot(321);plot(t,xx1,'b',t,xxc1,'r--');grid;subplot(322);plot(t,xx2,'b',t,xxc2,'r--');grid; 

subplot(323);plot(t,xx3,'b',t,xxc3,'r--');grid;subplot(324);plot(t,xx4,'b',t,xxc4,'r--');grid; 

subplot(325);plot(t,xx5,'b',t,xxc5,'r--');grid;subplot(326);plot(t,xx6,'b',t,xxc6,'r--');grid; 

h=figure; 

subplot(321);plot(t,xx1-xxc1);grid;subplot(322);plot(t,xx2-xxc2);grid; 

subplot(323);plot(t,xx3-xxc3);grid;subplot(324);plot(t,xx4-xxc4);grid; 

subplot(325);plot(t,xx5-xxc5);grid;subplot(326);plot(t,xx6-xxc6);grid; 

% Simularea schemei cu controler (K=KK) 

h=figure;K=KK;sim('ALGLIN_sch'); 

for j=1:size(xc,3); 

    xxc1(j)=xc(1,:,j);xxc2(j)=xc(2,:,j);xxc3(j)=xc(3,:,j); 

    xxc4(j)=xc(4,:,j);xxc5(j)=xc(5,:,j);xxc6(j)=xc(6,:,j); 

    xx1(j)=x(1,:,j);xx2(j)=x(2,:,j);xx3(j)=x(3,:,j); 

    xx4(j)=x(4,:,j);xx5(j)=x(5,:,j);xx6(j)=x(6,:,j); 

end 

subplot(321);plot(t,xx1,'b',t,xxc1,'r--');grid;subplot(322);plot(t,xx2,'b',t,xxc2,'r--');grid; 

subplot(323);plot(t,xx3,'b',t,xxc3,'r--');grid;subplot(324);plot(t,xx4,'b',t,xxc4,'r--');grid; 

subplot(325);plot(t,xx5,'b',t,xxc5,'r--');grid;subplot(326);plot(t,xx6,'b',t,xxc6,'r--');grid; 

h=figure; 

subplot(321);plot(t,xx1-xxc1);grid;subplot(322);plot(t,xx2-xxc2);grid; 

subplot(323);plot(t,xx3-xxc3);grid;subplot(324);plot(t,xx4-xxc4);grid; 

subplot(325);plot(t,xx5-xxc5);grid;subplot(326);plot(t,xx6-xxc6);grid; 
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end                % end ciclul while (alegere matricei N) 

ANEXA A1.7 

% Proiectarea observerelor utilizand algoritmul Zhang (miscarea longitudinala 

n=4,p=1) 

clear all;close all; 

run prog1sec;close all;KK=K; 

% KK=[0.5478 -5.0206 6.8979 0.5399];      % mat. K de amplificare a sist. 

clear A;clear B;clear C;clear D;clear e;clear ee;clear R;clear K; 

% Declararea matricelor sistemului 

A=[-0.026 0.025 -0.1 0;-0.36 -3 0 1;0 0 0 1;0.4212 -38.42 0 -3.67];B=[0;0;0;1];Psi=B; 

n=size(A,1);p=size(Psi,2);n=size(A,1); 

C=[0 0 1 0];m=size(C,1);Ct=transpose(C); 

x0=[100;1;0;10];                 % Starea initiala (x0) 

xc0=[90;2;0;11];                 % Starea initiala a observerului (xc0) 

%xc0=zeros(n,1);                % Starea initiala a observerului (xc0) 

% Rezolvarea ecuatiei Riccati cu necunoscuta P si calculul matricei K 

Q=1.2*eye(4);R=[80];[KKK,P,E]=lqr(A,Ct,Q,R);K=P*Ct*inv(R); 

eig(A-K*C);GAMA0=zeros(n,p); 

Teta=2;M=[3];S=20*eye(m,m);     % Alegerea matricelor M si Sigma(S) 

Tetac0=zeros(p,1);                          % Valoarea initiala a vectorului parametrilor 

necunoscuti 

% Simularea schemei bloc si realizarea catracteristicilor de timp 

sim('ZHANG_sch_long'); 

subplot(2,3,1);plot(t,xc1-x1);grid;xlabel('Timp[s]');ylabel('x1c-x1[m/s]'); 

subplot(2,3,2);plot(t,xc2-x2);grid;xlabel('Timp[s]');ylabel('x2c-x2[grd]'); 

subplot(2,3,3);plot(t,xc3-x3);grid;xlabel('Timp[s]');ylabel('x3c-x3[grd]'); 

subplot(2,3,4);plot(t,xc4-x4);grid;xlabel('Timp[s]');ylabel('x4c-x4[grd/s]'); 

subplot(2,3,5);plot(t,Tetac-Teta);grid;xlabel('Timp[s]');ylabel('Tetac-Teta[grd]'); 
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subplot(2,3,6);plot(t,Tetac);grid;xlabel('Timp[s]');ylabel('Tetac[grd]'); 

h=figure; 

subplot(2,2,1);plot(t,x1,'b',t,xc1,'--r');grid;subplot(2,2,2);plot(t,x2,'b',t,xc2,'--r');grid; 

subplot(2,2,3);plot(t,x3,'b',t,xc3,'--r');grid;subplot(2,2,4);plot(t,x4,'b',t,xc4,'--r');grid; 

ANEXA A1.8 

% Estimator adaptiv (Lakhal) cu retea neuronala (misc. long. - avion cu unghi de 

incidenta mare) 

close all;clear all; 

% Declararea matricelor sistemului 

AA=[-1.85 -2.9 -0.85 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0; 

        -5 -3 18.1 30 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0; 

        -0.25 8 -0.1 0 -14 -350 0 0 0 0 0 0 0 0 0; 

        -0.15 0.08 -0.2 -3.9 0 0 -0.1 0.19 0.34 0.25 0.15 -0.12 0.2 -0.12 0; 

        0.1 -0.04 -0.1 0 -4.3 0 0.058 0.16 0.29 0.2 -0.05 0.12 -0.05 0 -0.09]; 

A=AA(1:5,1:5); 

nn=size(A,1);            % numarul variabilelor de stare 

B=[3.1;2.9;1;1;1];C=eye(nn); 

% Structura retelelei neuronale 

n=size(A,1)+size(B,2)    % numar neuroni de intrare 

s=nn;                                % numar neuroni din stratul ascuns 

m=1;                                % numar neuroni din stratul de iesire 

ita1=1;ita2=1;k=0.5;       % declararea constantelor NN 

q=25*[-1;-2;-3;-4;-5];     % valori proprii dorite pentru matricea G=A-L*C 

L=place(A,C,q);              % determinarea matricei observerului L 

% Verificarea alegerii matricei L 

ee=eig(A-L*C); 

if ee(1)~=q(5) | ee(2)~=q(4) | ee(3)~=q(3) | ee(4)~=q(2) | ee(5)~=q(1) 

        disp('Matricea L nu a fost bine aleasa'); 
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else 

        disp('Matricea L a fost bine aleasa'); 

end 

G=A-L*C;Gt=transpose(G);Ct=transpose(C); 

% Declararea matricelor S si F ale NN 

S=-ita1*((inv(Gt))*Ct*C);F=-ita2*((inv(Gt))*Ct*C); 

% Verificarea alegerii matricelor S si F 

d=randn(1,s); 

if d*S*(transpose(d))<0 | d*F*(transpose(d))<0 

    disp('S si/sau F nu au fost alese bine'); 

else 

    disp('S si/sau F au fost alese bine'); 

end 

x0=[4;0.5;1;1;1];xc0=zeros(nn,1);         % valorile initiale ale starii si starii estimate 

Wc0=randn(s,m);Vc0=randn(s,n);         % valorile initiale ale ponderilor NN 

sim('neuro_obsv_sch');timp=t; 

for i=1:length(t) 

xcc1(i)=xc1(:,:,i);xcc2(i)=xc2(:,:,i);xcc3(i)=xc3(:,:,i);xcc4(i)=xc4(:,:,i);xcc5(i)=xc5(:,:,i

); 

end 

% Trasarea caracteristicilor grafice 

subplot(3,2,1);plot(timp,x1,timp,xcc1,'r--');grid;xlabel('Timp'); 

subplot(3,2,2);plot(timp,x2,timp,xcc2,'r--');grid;xlabel('Timp'); 

subplot(3,2,3);plot(timp,x3,timp,xcc3,'r--');grid;xlabel('Timp'); 

subplot(3,2,4);plot(timp,x4,timp,xcc4,'r--');grid;xlabel('Timp'); 

subplot(3,2,5);plot(timp,x5,timp,xcc5,'r--');grid;xlabel('Timp'); 

h=figure; 

subplot(3,2,1);plot(timp,x1-xcc1');grid;xlabel('Timp'); 

subplot(3,2,2);plot(timp,x2-xcc2');grid;xlabel('Timp'); 

subplot(3,2,3);plot(timp,x3-xcc3');grid;xlabel('Timp'); 
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subplot(3,2,4);plot(timp,x4-xcc4');grid;xlabel('Timp'); 

subplot(3,2,5);plot(timp,x5-xcc5');grid;xlabel('Timp'); 

% Afisarea ponderilor NN dupa terminarea procesului de antrenare 

Wc_final=Wc(:,:,size(Wc,3)) 

Vc_final=Vc(:,:,size(Wc,3)) 

ANEXA A1.9 

% Estimator adaptiv (Jing) cu retea neuronala ortogonala (avion cu incidenta mare) 

close all;clear all; 

% Matricele din ecuatiile de stare 

AA=[-1.85 -2.9 -0.85 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0;-5 -3 18.1 30 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0; 

         -0.25 8 -0.1 0 -14 -350 0 0 0 0 0 0 0 0 0; 

         -0.15 0.08 -0.2 -3.9 0 0 -0.1 0.19 0.34 0.25 0.15 -0.12 0.2 -0.12 0; 

          0.1 -0.04 -0.1 0 -4.3 0 0.058 0.16 0.29 0.2 -0.05 0.12 -0.05 0 -0.09]; 

A=AA(1:5,1:5);nn=size(A,1);B=[3.1;2.9;1;1;1];Bs=eye(nn);C=eye(nn); 

% Determinarea matricelor L,P,M 

q=[-1;-2;-3;-4;-5];        % valori proprii dorite pentru matricea A-L*C 

L=place(A,C,q);ee=eig(A-L*C); 

if ee(1)~=q(5) | ee(2)~=q(4) | ee(3)~=q(3) | ee(4)~=q(2) | ee(5)~=q(1) 

        disp('Matricea L nu a fost bine aleasa'); 

else 

        disp('Matricea L a fost bine aleasa'); 

end 

Q=eye(nn);P=lyap(A-L*C,Q);     % determinarea matricei P 

M=transpose(Bs)*P*pinv(C);      % determinarea matricei M 

% Introducerea constantelor 

G1=1;sigma=5;ita=10;gama=2;k0=2; 

W0=zeros(nn,nn);             % valorile initiale ale ponderilor NN 

x0=[4;0.5;1;1;1];               % valorile initiale ale starilor 
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xc0=[3;1;0.5;0.7;0.5];       % valorile initiale ale starilor estimate 

sim('Jing_obsv_sch');timp=t; 

% Trasarea caracteristicilor grafice 

subplot(3,2,1);plot(timp,x1-xc1);grid;xlabel('Timp'); 

subplot(3,2,2);plot(timp,x2-xc2);grid;xlabel('Timp'); 

subplot(3,2,3);plot(timp,x3-xc3);grid;xlabel('Timp'); 

subplot(3,2,4);plot(timp,x4-xc4);grid;xlabel('Timp'); 

subplot(3,2,5);plot(timp,x5-xc5);grid;xlabel('Timp'); 

h=figure; 

subplot(3,2,1);plot(timp,x1,timp,xc1,'r--');grid;xlabel('Timp'); 

subplot(3,2,2);plot(timp,x2,timp,xc2,'r--');grid;xlabel('Timp'); 

subplot(3,2,3);plot(timp,x3,timp,xc3,'r--');grid;xlabel('Timp'); 

subplot(3,2,4);plot(timp,x4,timp,xc4,'r--');grid;xlabel('Timp'); 

subplot(3,2,5);plot(timp,x5,timp,xc5,'r--');grid;xlabel('Timp'); 

% Afisarea ponderilor NN dupa terminarea procesului de antrenare si afisarea lui k 

W_final=W(:,:,size(W,3)) 

k=k(length(k)) 
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